Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 9

Uwaga na temat lokalnego poprawiania jakosci siatki — swapping diagonals.

Mozliwe jest lokalne polepszenie jakos$ci siatki dyskretyzacji.

Wykorzystuje si¢ w tym celu nastgpujace fakty:

e Triangulacja Delaunaya 7}, charakteryzuje sie tym, ze w zadnym z okregdw opisanych na
trojkacie z 1), nie zawieraja si¢ inne wierzchotki.

e Dla danych czterech wierzchotkow wypuklego czworokata istnieja dwa mozliwe podziaty
na trojkaty: jeden z tych podziatow to triangulacja Delaunaya 7). PrzejScie pomigdzy
dwoma triangulacjami uzyskuje si¢ poprzez zmiang przekatnej w czworokacie.

e Triangulacja Delaunaya maksymalizuje warto$¢ minimalnego kata w trojkacie.

N

Ogolne symetryczne zagadnienie eliptyczne
Rozwazamy zagadnienie:

-V (KVu)+au=f wQ

z warunkami brzegowymi

0
U=gnal,, —K@—u:h nal,.
n

Roéwnanie to opisuje na przyktad rozktad temperatury w precie, przy zatozeniu, ze nast¢puja
straty ciepla w zwiazku z konwekcja oraz promieniowaniem. Jest to opisywane za pomoca
czlonu ayu .
Sformulowanie wariacyjne dla tego zagadnienia jest nastgpujace:
Znalez¢ u € H ;,rl (©Y) taka, ze Vo€ H (1),1"1 (€2) zachodzi:

[(Kv)" -Vodx +[a,uedx=[fodx-[hody

Q Q Q L,

W celu wyznaczenia rozwiazania przyblizonego tego réwnania wykonuje si¢ te same kroki co
dla przypadku réwnania Poissona:

1) rozwiazania przyblizonego poszukuje si¢ w przestrzeni skofczenie wymiarowej V),
V,eH ;,ﬂ (©). Przestrzen V), jest konstruowana w oparciu o dyskretyzacje obszaru
obliczeniowego Q. Rozwiazuje si¢ nastgpujace zagadnienie:

Znalezé u, € H}(Q, ) taka, ze Yo € H}(Q,) zachodzi
* [(KVu,)" Vo, dx + [ayu, 0, dx = [ f o, dx—[ho, dy
Q Q b3

Q
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Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 9

2) Przestrzen V), jest przestrzenia skonczenie wymiarowa, a zatem posiada baze. Dla

ustalenia uwagi zakltadamy, Ze sa to elementy P1 (funkcje ciagle, kawatkami liniowe,
nazywane tez funkcjami ‘kapeluszowymi’.)

3) Kazda funkcje nalezaca do ¥, mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa funkcji
bazowych 1 wspotczynnikdw; w szczegdlnosci rozwiazania przyblizonego poszukuje si¢
W postaci:

n
u, = Zai ("
i=1

gdzie n; jest rowne liczbie wewngtrznych wierzchotkoéw oraz wierzchotkdw nalezacych
do I,.
4) Podstawia sig t¢ reprezentacj¢ do rownania (*):

[ V(ia[ @))T Vo, dx +[a, ["Zai (pjw dx=|fo,dx-[ho, dy
i=1 Q i=1 Q

Q T,

5) Zgodnie z metoda Galerkina wymaga si¢ aby rownanie to bylo spetnione dla kazdej
funkcji bazowej @, :

[ V(Zai %J)T Vo, dx +[a, [Za,. wi](pj dx=[fp, dx—[he, dy,
Q i=l Q i=1 Q I,

j=L..,n,

6) Przeksztalcajac otrzymuje sig:

Za{j(KWJT Vo, dx+[a, 0,0, da_cjzjf(pj dx—[he; dy, j=1...n,
i=1 o) Q Q

I
7) Jest to uklad rownan liniowych Aa =B, w ktérym elementy macierzy maja warto$¢

4, = ,[ KV, Vo, + J- Ao Pi P, za$ elementy wektora prawej strony Wwynosza
Q Q

B, = I 1o, plus sktadniki odpowiedzialne za spetnienie warunkéw brzegowych.
Q

Przyklad 1D
d du
——(K—)+u=0w(0.1
&) (0.1)

u(0)=0, u(l)=1

Dla K=1 rozwiazanie doktadne wynosi:

u(x) = 26 (e"—e™)
e -1

Stabe sformutowanie:
Znalezé ueV ={ve H'(Q) | v(0)=0,v(1) =1} taka, ze
VoeV,={ve Hé(Q) | v(0) = 0 oraz v(1) = 0} zachodzi
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1
.[Kﬂ d—mdx+ju0)dx=0,
o dx dx

Obliczenia wykorzystuja dyskretyzacje otrzymana w wyniku podziatu odcinka [0,1] na cztery
podprzedzialy. Rozwiazanie przyblizone jest wyrazone w postaci kombinacji liniowe;:

:za’i ¢; 0, Py.

i=l
Drugi czlon tego wyrazenia odpowiada za spehienie réznego od zera warunku brzegowego; w
rozwazanym przypadku jest tylko jeden wezet brzegowy, w ktorym funkcja przyjmuje wartos¢
rézna od zerai o, =1.

Po podstawieniu reprezentacji u, do stabego sformutowania i dokonaniu prostych

przeksztaiceﬁ otrzymuje si¢ uktad trzech réwnan liniowych Aa = B:

d(P, d(Pj 1 1 do, do, 1
> (jK — dx+'([(pi (pjdx)=—a4(£KE-de+£<p4cpjdx)
Zauwazmy, ze prawa strona rownania jest rozna od zera tylko dla j=3 (wezelt sasiadujacy z
wezlem brzegowym). Jest to zgodne z wczesniejszym stwierdzeniem, ze niezerowy warunek
Dirichleta jest wymuszany poprzez modyfikacje wektora prawej strony, przy czym
modyfikowane sa tylko te elementy, ktére odpowiadaja weztom sasiadujacym z weztami
brzegowymi z niezerowym warunkiem Dirichleta.
Elementy macierzy wyrazaja si¢ wzorem:

2 2
K-2+Zh, i=j
h 3
‘ 11
:l +j<o.<o, ~Ko4eh il
0,[i—j>1
Dla K=1 otrzymuje sig:
h= 0,25
8,166667] -3,958333 0 0
-3,958333| 8,166667]-3,958333 0
0[-3,958333| 8,166667 3,958333

Macierz o sktadnikach ,[ KVo, -V, nazywa si¢ macierza sztywnoSci, za§ macierz o
Q

elementach ,[ P #) nazywa sie¢ macierza masy. Kazda z tych macierzy jest macierza
Q

symetryczng. Sa to ponadto macierze rzadkie o tej samej strukturze elementéw niezerowych.
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1,2

0,:3 /
~
-

0.2 /
-

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

exact solution —m—4 elements ‘

Macierz i wektor prawej strony dla dyskretyzacji ztozonej z 10 elementdéw sa nastepujace:

T

8,166667] -3,958333 0 0 0 0 0 0 0 0

-3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0 0 0 0 0 0
0] -3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0 0 0 0 0
0 0]-3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0 0 0 0
0 0 0] -3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0 0 0
0 0 0 0] -3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0 0
0 0 0 0 0] -3,958333| 8,166667] -3,958333 0 0
0 0 0 0 0 0] -3,958333| 8,166667] -3,958333 0
0 0 0 0 0 0 0] -3,958333| 8,166667 3,958333

Uwaga na temat tensorowego wspolczynnika K.
Wystepujacy w rownaniu wspotczynnik K w ogdlnym przypadku moze zaleze¢ od polozenia;
ponadto, w przypadku osrodkow anizotropowych, moze by¢ wyrazony za pomoca macierzy.

Zmiennos¢ przestrzenna

Mimo, ze wspdtczynnik moze by¢ zalezny od potozenia w sposédb ‘ciagly’: K = K(x,y,z), na
poziomie zagadnienia dyskretnego przyjmuje sig, ze wspotczynnik jest staly na elemencie.
Konieczno$¢ reprezentowanie niejednorodnych osrodkow za pomoca jednego (cho¢ by¢ moze
tensorowego) wspolczynnika pociagneta za soba rozwoj) metod skalowania. Jedna z metod
skalowania jest metoda homogenizacji.

Tensorowy wspétczynnik K

W przeciwienstwie do metody roznic skonczonych, metoda elementu skonczonego pozwala
uwzglednia¢ anizotropowy charakter osrodka w bardzo naturalny sposob, wyptywajacy
bezposrednio ze sformutowan metody.

Dla uproszczenia zapisu rozwaza¢ bedziemy przypadek dwuwymiarowy; w przypadku
trojwymiarowych wszystko przebiega analogicznie.

Zatdézmy, ze wspotczynnik K jest reprezentowany za pomoca macierzy symetrycznej, statej w
obregbie kazdego elementu:

kll k 12

k 21 k22

Po podstawieniu do sformutowania

K =
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Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 9

Za[j(Kv(p,) Vo, dx+ja0(p, ?, dxj_jf(p, dx— Ih(pl dy . j=1,.

I

otrzymuje si¢ (rozpisana zostanie tylko catka zawierajaca K):
T

o9, ) | %,
(k9@ Vg, ax=[||*n He]l ol | ol
Q l T Q k21 kzz % 8(0/ a
Oy oy
o,

Il
Q0 —
I

k9O 9P g OBy %] OX | gy =

”E 12 Ea 21 P 22

o0, 0@, 0. 0Q; 0. 0p; 0. 0p,
[ 2y P gk P, S ‘”’}da_c
ol Ox Ox oy Ox Ox Oy oy Oy

k, O
0 ky

0Q,; 0Q,

W szczegoblnosei gdy K = { } otrzymuje sig:

"oax ox 2 oy oy

Tensor, reprezentowany za pomoca macierzy K, najczgsciej jest symetryczny. Gdyby tak nie
byto, macierz ukladu réwnan otrzymanego w wyniku przeprowadzenia procedury metody
elementu skonczonego, rowniez nie bytaby symetryczna.

Niesymetryczne eliptyczne rownanie rézniczkowe czgstkowe
Przyktadem niesymetrycznego rownania rézniczkowego czastkowego jest rownanie adwekcji-
dyfuzji postaci:
(*) -VA(KVu)+-Vutau=f wQ
z (przyktadowym) warunkiem brzegowym
Ka—qua]u:g nal .
on

K — wspotczynnik dyfuzji, w ogdlnym przypadku reprezentowany za pomoca macierzy,
B =B, B, B;) € (L7 ()’
a, € L”(€)) - skalarna funkcja

fel’(Q)
a,,g-okreslonena I' ; a, e L*(IN), ge L*(I).
Przyczyny braku symetrii:

W przeciwienstwie do wczesniej rozwazanych zagadnien zaktadamy, ze macierz K moze by¢
niesymetryczna. Np. niektore techniki skalujace daja w wyniku wspotczynniki efektywne
opisane poprzez macierze niesymetryczne.

Czton adwekcyjne j est Zawsze niesymetryczny:

ﬁ V”_ﬂl +ﬂ2 ﬂ3
oy
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ﬁ = (B> B, Bs) jest predkoscia konwekcji.

Funkcja u moze reprezentowa¢ na przyklad temperaturg ptynu. Jesli ptyn przemieszcza si¢ w
osrodku porowatym to K oznacza wtedy (tensorowy) wspotczynnik dyfuzji. Czton zrédlowy f
modeluje zrodta ciepta w Q, podobnie jak g reprezentuje Zrddta ciepta na I', z mozliwymi

stratami z powodu promieniowania jesli a, # 0.

Uwaga o warunku brzegowym

Zauwazmy, ze w roOwnaniu wystgpuje dane pole predkosci. Warunek brzegowy moze zostaé
zdefiniowany w zaleznosci od tego pola:

u=g nal_

u=g, (ubdu=g ynal,.

I'_ oznacza brzeg wlotowy (ang. inflow), zas I', jest brzegiem wylotowym (ang. outflow):

I ={xel: p(x) n(x) <0}

I, ={xel:pB(x) n(x) 20},

Sformulowanie wariacyjne
Znalezé u € H'(Q) taka, ze Vo € H'(Q) zachodzi:

(+%) J.(KVu)T Vo dx +J.(ﬂ-Vu)a)d§+[a0ua)d§+J.al ua)dy/zj-fa)d)_c—jga) dy
Q Q Q r Q

r

Zachodzi:

Jesli ue H*(Q) to wtedy u jest rozwiazaniem zagadnienia (*) < u jest rozwiazaniem
zagadnienia wariacyjnego (**).

Ze wzgledu na brak symetrii w tym przypadku nie istnieje rownowazne sformutowanie w
postaci zagadnienia minimalizacji funkcjonatu.

W celu wyznaczenia rozwiazania przyblizonego wykonuje si¢ kolejno kroki dobrze znanej
procedury:

rozwigzania przyblizonego poszukuje sie w przestrzeni skonczenie wymiarowej V),
V,eH ;H (). Przestrzen V, jest konstruowana w oparciu o dyskretyzacje obszaru
obliczeniowego Q. Rozwiazuje si¢ nastgpujace zagadnienie:

Znalezé u, € H,(Q) taka, ze Vo, € H,(Q) zachodzi:

j(K Vu,)" -V, dx +j(/3-vuh)a)h dx+(ayu, o, d)_c+ja1 u, o, dy=jfa),, d)_c—J-ga)h dy
Q Q Q r Q r

Przestrzen V), jest przestrzenia skonczenie wymiarowa, a zatem posiada bazg. Dla ustalenia
uwagi zaktadamy, ze sa to elementy P1 (funkcje ciagle, kawalkami liniowe, nazywane tez
funkcjami ‘kapeluszowymi’.)

Kazda funkcje nalezaca do V), mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa funkcji bazowych i
wspotezynnikdw; w szczegolnosci rozwiazania przyblizonego poszukuje si¢ w postaci:

Mior

u, :Zai (3

i=1
gdzie n,, jest rowne liczbie wszystkich wierzchotkéw
Podstawia si¢ t¢ reprezentacj¢ do réwnania (*) i wymaga sig, aby byto spetnione dla
kazdej funkcji bazowej ;.
Po przeksztalceniach otrzymuje sig:

2006-12-18 6



Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 9

Z%[I(KV@-)T Vo, dx+ I@-Vrpi) ?, dﬁ_c+fao P @, da_c+fa1</),-<p_,- dyJ =
i=l1 Q Q Q r

:;[fgoj d)_c—lg(Dj dy j=1..,m,

Jest to uklad rownan liniowych Aa =B, w ktorym elementy macierzy maja warto$¢
Ay = I KV Vo, + _[ (B-Vo)o, + I % @i ?; plus ewentualnie sktadnik odpowiedzialny
za spzinienie mieszaiego warunku Qbrzegowego, za$ elementy wektora prawej strony
Wynosza B; = i fo, plus sktadniki odpowiedzialne za spelnienie warunkow brzegowych.

Macierz A nie jest symetryczna!!!
Oznacza to, ze klasa metod, ktore moga by¢ wykorzystane do rozwiazania uktadu roéwnan
liniowych, znacznie si¢ zawgza, w porOwnaniu z przypadkiem zagadnien symetrycznych.

Konwekcja vs. dyfuzja

Jakosciowa natura rozwazanego zagadnienia zalezy od wzajemnej relacji migdzy
wspotczynnikiem dyfuzji i predkoscia konwekeji (adwekcji).

Gdy K/ | B | male: w rownaniu dominuje konwekcja, rownanie nabiera charakteru rownania
hiperbilicznego.

W miare jak warto$¢ K/ | B | wzrasta — rOwnanie zmienia swoj charakter z hiperbolicznego
na eliptyczny.

Dla réwnan o dominujacej dyfuzji obowiazuje to, co dotad powiedziano w odniesieniu do
réwnan eliptycznych, bowiem czynnik konwekcyjny jest zdominowany przez czion
dyfuzyjny.

Mozna bytoby rozwaza¢ tzw. zagadnienie zredukowane, czyli przypadek skrajny z K=0.
B-Vutau=1f wQ
u=g nal_
(Uwaga, warunek brzegowy jest zadany tylko na wlocie).
Jest to zagadnienie hiperboliczne, ktorego nie bedziemy teraz omawiaé, warto jednak
wspomniec, ze:
brak dyfuzji sprawia, ze informacja jest propagowana ‘ostro’ wzdhuz linii pradu od brzegu
wlotowego do wylotu. W szczegolnosci, jesli w pewnym punkcie x nalezacym do brzegu I'
wystepuje nieciaglos¢ danych wejsciowych, to rozwiazanie bedzie nieciagle wzdhuz catej linii
pradu wychodzacej z x .

8_1/{ =0 w Q=[0,1]x[0,1]
ox
B =(10)
Warunek brzegowy:
0, 0<y<l1/2
u(0,y) =
I, 1/2<y<1
Rozwiazanie:
O, 0<y<1/29 0<x<l1
u(x,y) =
I, 1/2<y<1, 0<x<lI
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posiada nieciagto$¢ wzdhuz linii pradu (x,y) = (x,1/2).

A

e — | e -

B =010

y

\'4

0,0 1 X

Trudnosci pojawiaja sie rowniez w przypadku gdy K/ | ﬁ| # 0 ale jest mate. Obecno$¢ dyfuzji
sprawia, ze rozwigzanie jest ciagle, za$ ‘nieciaglo$¢’ jest w wyniku jej dzialania
‘rozmazywana’.

Jesli na brzegu wylotowym I', zatozy si¢ warunek Dirichleta, to wtedy najczgsciej rozwiazanie
zagadnienia posiada warstwe brzegowa (ang. boundary layer) w sasiedztwie I', o szeroko$ci
O(K) ze wzgledu na szybka zmiang¢ rozwiazania wymuszona przez dziatanie warunku
brzegowego na I, .

Rozwazmy réwnanie:

u(0)=u(1)=0

Jest to réwnanie eliptyczne, zawierajace czton adwekcyjny o ogoélnej postaci SB-Vu; w
rozwazanym przyktadzie B =1.

Okazuje sie, ze dla € << 8 (czyli u nas & <<1) w rozwiazaniu przyblizonym wyznaczonym

metoda elementu skonczonego pojawiaja si¢ oscylacje, podczas gdy rozwiazanie doktadne ma
ksztalt przedstawiony na rysunku obok.

1,2
1

0,8 ’7_0'001%+1'%:1
0,6
0,4
0 012 0:4 0:6 0:8 1 1,2 0.2
—— cps=1 == eps=0.1 == eps=0.01 0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Im mniejsza jest warto§¢ wspotczynnika dyfuzji €, tym mniejsza jest warstwa graniczna, ktorej
szeroko$¢ ma warto$é rzedu €/ =¢ .

Zauwazmy przyczyng klopotu: kiedy € staje si¢ male, rdwnanie przykltadowe ‘prawie’
degeneruje si¢ do réwnania pierwszego rzedu, dla ktéorego warunek Dirichleta natozony w
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koncowym punkcie przedziatu jest nieadekwatny. Efekt jest taki, Zze numeryczne rozwiazanie
jest ‘zanieczyszczone’ warunkiem brzegowym w x=1, co wigcej to zanieczyszczenie propaguje
si¢ w glab obszaru.

Uwagi:
Jesli na brzegu x=1 zadany jest warunek brzegowy drugiego rodzaju (Neumanna) postaci

du . .
T = 0 to oscylacje nie wystepuja.
X

h
Mozna pokazaé, ze oscylacje pojawiaja si¢ gdy bh > 2, gdzie h oznacza wielko$¢ elementu.
g

h
Wielkos¢ bh jest nazywana komodrkowa liczba Reynoldsa.
g

Walka z oscylacjami

e Lokalne zageszczenie dyskretyzacji w sasiedztwie frontu.

Skoro problemy wynikaja z duzego skoku rozwiazania, nalezy si¢ spodziewac, ze zaggszczenie
siatki w sasiedztwie punktu x=1 powinno przynie$¢ popraw¢ rozwigzania przyblizonego.

Na marginesie uwaga na temat siatki obliczeniowe;.

Nieregularna siatka zostata skonstruowana na bazie podzialu rownomiernego odcinka oraz
funkcji kwadratowej lub czwartego stopnia wedtug rozktadu punktoéw na osi y — tak jak na
rysunku.

1,2

[ do i=2, lwez

1 P = o g
e x(1) = x(i-1) + h
0.8 ’/I/‘/‘ if (k==1) then
06 y x_pom(i)=1-(x(1)-1)**4
’ / endif
0.4 /// enddo
02 /:/

0 ¥
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Wykorzystanie zmodyfikowanej dyskretyzacji przynosi widoczna poprawe:
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2
1,8 .
16 Siatka irreg50 na bazie x"2
Siatka irreg20 na bazie x™4 ’
1,4
—— i
2 1
T 0.001274 4. 2y
0,8 | dx dx "
0,6 %
04 Ak
’ I
0,2
0 | 8
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
‘—-—regSO ——reg100 —e—irregb50 —& irregZO‘
Oraz szczegoély:
2
1,8 »
1,6 Ms
14 A
N
N /. N '( /e
0,8 .Av‘-‘lf'* XW‘
06 \VAIAYV [\
y L I
04 LIV \!
0,2 y
0 :
0,8 0,85 0,9 0,95 1 1,05
‘ & ireg20 —a—reg50 —=— reg100 —irregSO‘

e Metody typu ‘upwind’ — metoda Petrova-Galerkina
Nastepny wyktad....

Podsumowanie
Dyskretyzacja sktadnika adwekcyjnego - Vu

e Jest przyczyna otrzymania niesymetrycznego uktadu rownan;

e Powoduje mndstwo klopotow natury numerycznej. Z tym problemem spotkamy si¢
ponownie omawiajac zagadnienia zwigzane z rdwnaniami parabolicznymi.

e Zastosowanie standardowych metod (np. Galerkin) w przypadku gdy dominuje czton
adwekcyjny powoduje wystgpowanie niefizycznych oscylacji w sasiedztwie frontow.

e Proby ich zwalczania najczgéciej sa przyczyna zbyt duzej, w poréwnaniu z fizyczna,
dyfuzji, w wyniku ktdérej nastgpuje ‘rozmazywanie’ (ang. smear) ostrych frontéw i
nieciaglosci rozwigzania.
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