Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 12

Metoda elementu skonczonego dla zagadnien parabolicznych

W problemach zwiazanych z modelowaniem istotne miejsce zajmuja symulacje przebiegu
réznych procesOw w funkcji czasu, np. rozprzestrzenianie si¢ zanieczyszczen. Do opisu takich
zagadnien bardzo czgsto wykorzystuje si¢ rownania paraboliczne.

W réwnaniach tych wyrdznia si¢ zmienna reprezentujaca czas (najcze$cie] oznaczang
symbolem f) oraz zmienne przestrzenne.

Przypomnijmy tez pojgcie obszaru zalezno$ci i obszaru wptywu, graficznie przedstawiane za
pomoca nastgpujacego szkicu:

A

czas

przestrzen

Rozwiazanie w chwili >, zalezy od tego co zdarzyto si¢ w przeszlosci w calym obszarze
oraz od tego co zachodzi w chwili  w calym obszarze. Z kolei rozwiazanie P(t,x)w chwili ¢ i

w punkcie przestrzeni X wptywa no to co si¢ dzieje w caltym w obszarze w chwili ¢ oraz to, co

si¢ bedzie dziato w calym obszarze ‘w przysztosci’.
Wynika stad, ze czas spehia szczeg6lna rolg, za$ brak zalezno$ci rozwiazania zagadnienia dla

wybranej chwili czasu #; od chwil ‘pdzniejszych’ (¢ >¢;) sugeruje, ze metody numerycznego
rozwiazywania takich zagadnien powinny traktowac czas w sposob szczegdlny.

Rozwazamy zagadnienie:

() L VKG V) = w Qx(0.T]
z warunkami brzegowymi (na przyktad):

u=0w T, x(0,T], KZ—M:O w I, x(0,T]
n

oraz warunkiem poczatkowym:

u(x,0)=u"(x), xe Q.

Dyskretyzacja przebiega w dwoch krokach:

e Przeprowadza si¢ dyskretyzacj¢ w przestrzeni metoda elementu skonczonego. W wyniku
otrzymuje si¢ semi-dyskretny odpowiednik zagadnienia (*).

e Zagadnienie semi —dyskretne jest zagadnieniem poczatkowym dla ukladu roéwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Aby otrzymac zagadnienie (w petni) dyskretne, przeprowadza
si¢ z kolei dyskretyzacje w czasie. Wykorzystuje si¢ w tym celu schematy roznic
skonczonych; tu zostanag oméwione metody Eulera oraz schemat Cranka-Nicholsona.
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Krok 1: w stron¢ schematu semi-dyskretnego
Postepuje si¢ zgodnie z metoda elementu skonczonego:

Niech V = H, (). Réwnanie (*) dla ustalonego czasu t mnozy si¢ przez v € ¥, catkuje po Q i
stosuje twierdzenie Greena, otrzymujac zagadnienie w postaci wariacyjnej:
Znalez¢ u eV, t €(0,T] taka, ze Vv e H,(Q) zachodzi:
u(x,0)=u’(x)

fauéf’t) v(x) d)_ij (x,t) K Vv (x) dx = jf (x,1) v (x) dx

Q

Rozwiazania poszukuje sie w przestrzeni skonczenie wymiarowej V, CV, z baza

{Q)l’ (02""’(0}1}-

Zalézmy, ze jest baza funkcji ciagtych, liniowych na elementach.
Semi-dyskretny odpowiednik zagadnienia (*) zapisuje si¢:
Znalezé u, €V, t€(0,T] taka, ze Vv €V, () zachodzi:

jauha(t’_f»f) V) dx+ [Vu, (60 K Vv (@) dx= [ f (0 v () dx

[ 4,0 v (@) dx= [u’@)v(x) dx

Zgodnie z procedura stosowana w rozwigzywaniu zagadnien eliptycznych, rozwiazanie u,
przedstawia si¢ w postaci kombinacji liniowej funkcji bazowych:

w50 = 3,0 9,)

Roéznice stanowi fakt, ze wspotczynniki kombinacji ¢, zaleza od czasu, o; = a;(?).
Po podstawieniu tej reprezentacji do stabego sformutowania, oraz zastgpowaniu kolejno funkcji
veV,(Q) funkcjami bazowymi @, @,,...,0, otrzymuje sie:

a(iai 09, (a_c))
[—= o, () dx+ | V[Za ), (x)JK Vo, (x)dx= j f(x0) e, (x)dx

A, ot o \S
I(Za (0)g; (x) ]qo, (x)dx = ju (X) @, (x)dx

j=1...,n

Po przeksztalceniach:

Zdoc (Z)I¢,(x) 0, (x) dx+za (t)IV‘P (X)K Vo, (x)dx= If (x,t) ; (x) dx

=1 Q, Q,

20,0 [0, ¢, ) dx= [u'@) e, () dx

Zagadnienie to mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

B | 4oty = (1), 1 (0,T)
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Ba(0)=U"
Elementy macierzy:

B, = I ¢, ¢, dx (macierz masowa — ang. mass matrix)
Q

Ay = I Vo, Ko, dx (macierz sztywnosci — ang. stiffness matrix)
Q
F,(0)=[f(x0) o, dx
Q

Macierze 4 1 B sa symetryczne i dodatnio okreslone.

Przypadek 1D
Przypomnijmy:
W przypadku 1D, przy rownomiernym podziale na elementy o dtugosci 4 zachodzi:
2/hyi=j
1 9
do. do.
a4, =[S D0y i- et
o dx d. o
0,]i=j>1

Macierz B ma podobna strukturg¢ elementow niezerowych, a jej elementy wyrazaja si¢
zalezno$ciami:

h
47 i=j
=)

1
h . .
Bij:J.(Diq)j: gn|l_]|:1
’ 0,[i—j|>1

W przypadku wykonywania obliczen w 2D lub 3D do obliczania catek w macierzy B pomocne
sa wzory podane podczas omawiania podstawowych rodzajow elementow (wyktad 5).

W wyniku wykonania dyskretyzacji przestrzennej oryginalne zagadnienie (*) zostato zastapione
uktadem rownan roézniczkowych zwyczajnych rzgdu 1 (zagadnienie poczatkowe).

Dla semi-dyskretnego zagadnienia zachodzi (dla /=0):
e Oszacowanie stabilnosci:

e, @), <, O] 2 < Hu°

e Oszacowanie bledu:

Przy zatozeniu, ze obszar Q jest wypuklym wielokatem (wielo$cianem) pokrytym
réwnomierng triangulacja o rozmiarze A, to zachodzi:

Twierdzenie

Istnieje stala C taka, ze je$li u jest rozwiazaniem zagadnienia ciaglego, za$ u, speknia
zagadnienie semi-dyskretne, to:

te(0,7T]

LZ B

max” u(t)—u, (t)|| <C (1 +

1e(0,T]

j max h’ ||u(t)

1€(0,T]

1 T
0g h_z H(Q)
Stata C nie zalezy od T.

(A zatem dla ‘optymalnej’ dyskretyzacji, zachodzi prawie optymalne oszacowanie biedu).

Krok 2: dyskretyzacja w czasie
Wykorzystuje si¢ podejscia stosowane w metodzie rdznic skonczonych, zastepujac pochodna
po czasie ilorazem r6znicowym:
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n+l n

da _a"' -a
d At

At oznacza krok czasowy.

Zauwazmy, ze wartosci " jako rozwiazanie z poprzedniego kroku czasowego, sa znane.

Natomiast warto$ci "' nie sa znane, W zaleznos$ci od odwolania do kroku czasowego w

miejscu indeksow ?7? otrzymuje si¢ schematy o réznym poziomie niejawnosci.

Rozwazajac zagadnienia zalezne od czasu, nalezy wspomnie¢ o problemie stabilno$ci metody.
Przez stabilno$¢ numerycznego rozwiazania rozumie si¢ brak narastania btedow w kolejnych
krokach. Inaczej stabilno$¢ mozna okresli¢ poprzez stwierdzenie, ze mata zmiana w danych
(warunku poczatkowym) ma maty wpltyw na rozwiazanie.

e Schemat jawny Eulera
77?7 zastepuje si¢ odwotaniem do kroku poprzedniego:

n+l n

BE =% | 4o =F",
At

co oznacza, ze nalezy rozwiaza¢ uktad rownan liniowych w postaci:

Ba"™' =(B-At A)a" +At F"

Uwagi:

Jest to schemat warunkowo stabilny, co oznacza, ze krok czasowy At musi by¢ odpowiednio
maty w poréwnaniu z krokiem dyskretyzacji:

At < Ch?

Jest to bardzo ostre ograniczenie mowiace w szczegdlnosci, ze krok czasowy Ar musi male¢ w
sposob podobny do /4* w miare jak dyskretyzacja przestrzenna ulega zageszczaniu. Maty krok
czasowy drastycznie zwigksza czas obliczen.

W przypadku metody roznic skonczonych schemat jawny ma te¢ przewage nad schematem
niegjawnym, ze Wwyznaczenie rozwigzania w kolejnej chwili czasowe] nie wymaga
rozwiazywania uktadu rownan. W przypadku metody elementu skonczonego macierz B nie jest
macierza diagonalng 1 w zwiazku z tym nawet schemat jawny wymaga rozwigzywania ukladu
réwnan.

e Schemat niejawny Eulera
77?7 zastepuje si¢ odwotaniem do kroku biezacego:

n+l n

o o
B +Aal’l+1 :Fi’Hrl’
At

co oznacza, ze nalezy rozwiaza¢ uktad rownan liniowych w postaci:
(B+At A)a"™' =B a" +At F™

Uwagi:
Jest to schemat bezwarunkowo stabilny, to znaczy, ze stabilno$¢ nie zalezy od dtugosci kroku
czasowego. Blad dyskretyzacji wynosi O(A?).

e Schemat Cranka-Nicholsona
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Na bazie schematoéw jawnego i1 niejawnego mozna konstruowaé inne schemat w postaci
kombinacji liniowej schematu jawnego 1 niejawnego. Szczegdlnym przypadkiem takiej
kombinacji liniowej jest schemat Cranka—Nicholsona.

n+l n
Ba a +A(lan+l n+l) (Fn+Fn+l)
At 2 2

B+ 0 A)a™ = (B0 Ay +%Ar (F"+F™),

Uwagi:
Jest to schemat bezwarunkowo stabilny, to znaczy, ze stabilno$¢ nie zalezy od dtugosci kroku
czasowego. Blad dyskretyzacji wynosi O((At)*).

Kolejne punkty:

e Dyskretyzacja za pomoca metody elementu skonczonego rowniez wzglgdem czasu

W zasadzie nie stosuje si¢. przyczyna polega na tym, ze bezposrednie stosowanie metody
elementu skonczonego w postaci wykorzystywanej dla zagadnien brzegowych powoduje
odejscie od podstawowe] zasady zagadnienia poczatkowego: rozwiazanie zagadnienia
poczatkowego w ustalonej chwili zalezy tylko od rozwiazania w chwilach poprzednich (por.
obszary wptywu i zalezno$ci na schemacie z poczatku wyktadu).

Metoda Galerkina wykorzystujaca ciagte funkcje bazowe prowadzi do globalnie zaleznego
uktadu rownan liniowych, to jest uktadu, w ktérym zmiana warto$ci w jednym wezle wptywa
(przynajmniej teoretycznie) na rozwigzanie we wszystkich weztach.

Lumping

Metody roznic skonczonych zastosowane do zagadnien ewolucyjnych pozwalaja otrzymacé
uktady zagadnien poczatkowych bardzo podobne do ukladoéw otrzymywanych za pomoca
metody elementéw skonczonych.

B0 | oy = F()

Dla standardowo stosowanych metod réznic skonczonych macierz B jest diagonalna.
Rozwazmy uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych w postaci:

d‘;‘l(’) Aa(t)=F(1),

gdzie D jest macierza diagonalna, w ktorej wszystkie elementy z przekatnej sa rozne od zera i
ktora ‘odpowiada’ macierzy B. Macierz D' jest rowniez macierza diagonalna; stad tatwo
przeksztatci¢ uktad do postaci:

490 | p ' dary= D F (1)

przed wykonaniem dyskretyzacji w czasie.

Idea jest taka, aby aproksymowa¢ macierz masy B macierza diagonalng D. Nazywa si¢ to
lumpingiem. Realizuje si¢ to poprzez dodanie (w kazdym wierszu) elementow spoza przekatnej
do przekatnej i wyzerowanie elementdw poza przekatna.

Lumping mozna interpretowac fizycznie jako zastapienie ciaglego sznura, sznurem ‘bez masy’,
za to z masa skomasowana w wezlach.

Lumping moze by¢ tez widziany jako czysto matematyczna procedura szczego6lnej
aproksymacji macierzy B.
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1
Rozwazmy catkg postaci B; = I(p,- @, . Jest to catka z funkcji bedacej iloczynem dwoch funkcji
0

liniowej, czyli z funkcji kwadratowej oznaczonej jako &; (x) =@, (x) @;(x).

08 \
o \\
0,4

0,2 N

/

i, i+1

Jesli do wyznaczenia warto$ci catek zastosuje si¢ kwadratur¢ Newtona-Cotesa (metoda
trapezow):

[g,0 dx=2g,(x)+g,(x)

o
to rzeczywiscie, zamiast trojdiagonalnej macierzy masowej B otrzyma si¢ jej przyblizenie w
postaci diagonalnej macierzy B.

Uwagi:
Schemat ‘lumped’ ma lepszy zakres stabilno$ci. Jego wadami sa natomiast gorsza doktadnos¢
oraz wystegpowanie oscylacji.

Zagadnienie dyfuzji-adwekcji — rownanie transportu
Rownanie adwekcji-dyfuzji ma postac:

*) %—V-(KVu)+é-Vu+a0u=f w Q

gdzie
K — wspotczynnik dyfuzji, w ogdélnym przypadku reprezentowany za pomoca macierzy;

B =B, By, ;) € (L” (X))’ - dane pole predkosci

a, € L” () - skalarna funkcja (wspotczynnik absorpcii).

Roéwnanie to jest uzupetnione zestawem warunkow brzegowych oraz warunkiem poczatkowym.

Do tej pory zajmowalismy si¢ ‘elementami’ tego roéwnania:

e Rozwiazywaniem zagadnien parabolicznych: dyskretyzacja w przestrzeni metoda elementu
skonczonego oraz dyskretyzacja w czasie metoda réznic skonczonych.

e Rozwigzywaniem réwnan eliptycznych z cztonem adwekcyjnym pierwszego rzedu: z jego
powodu moga wystgpowac oscylacje; ich tlumienie uzyskano wprowadzajac specjalne
funkcje wagowe (metoda Petrova-Galerkina). Zauwazono, ze sytuacj¢ poprawia
zastosowanie schematoéw jednostronnych w aproksymowaniu cztonu adwekcyjnego — jesli
dyskretyzacja jest wykonywana za pomoca réznic skonczonych.
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e Uklad rownan liniowych jest uktadem o macierzy niesymetrycznej. Podobnie jest w
zagadnieniach parabolicznych.

Problemy =z uzyskaniem rozwiazania przyblizonego dotycza rdéwniez zagadnienia

parabolicznego w przypadku gdy wspotczynnik dyfuzji K jest maly w pordéwnaniu z

wspotczynnikiem w cztonie adwekcyjnym (odpowiadajacym polu predkosci).

Jesli K jest male to cale réwnanie przybiera hiperboliczny charakter, co jest przyczyna

pojawiania si¢ numerycznych probleméw.

Jesli K jest duze, to rOwnanie jest rdwnaniem parabolicznym z dominujacym czlonem

dyfuzyjnym. Tak wigc jedynym ‘dodatkowym klopotem’ jest brak symetrii w uktadzie rownan

liniowych.

W przypadku gdy dominuje czlon adwekcyjny pojawiaja sie klopoty, o ktorych juz

wspominano:

e Zastosowanie standardowych metod (np Galerkina) powoduje pojawianie si¢ niefizycznych
oscylacji w sasiedztwie frontow.

e Z kolei proby ich zwalczania najczesciej sa przyczyna dyfuzji, zbyt duzej w poréwnaniu z
fizyczna, w wyniku ktorej nastgpuje ‘rozmazywanie si¢’ ostrych frontow.

Zaowocowalo to opracowaniem wielu metod numerycznych.

Obszerna klasa metod numerycznych bazuje na rozbiciu réwnania na dwie czgsci, z ktdrych
kazda jest zwiazana z innym uktadem wspotrzednych. Metody te sa ogélnie okre§lane mianem
metod charakterystyk.

Podobnie jak dla zagadnienia przeptywu ciepla (zawierajacego tylko czion dyfuzyjny) tak 1 w
przypadku réwnania transportu dyskretyzacja przebiega w dwoch krokach: dyskretyzacji w
przestrzeni 1 dyskretyzacji w czasie.
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DODATEK

Numeryczne rozwigzywanie zagadnien parabolicznych — metoda roznic skonczonych
Bedziemy zajmowac si¢ numerycznym wyznaczeniem rozwigzania przyblizonego zagadnienia
dyfuzji:
0
a_u -V K(x>yaz)vu = f(taxayaz) )
t

w ktorym dla uproszczenia zapisu przyjmiemy x =1:
0

—u—-V-Vu=f(t,x,y,z

Py f(t,x,y,2)

wraz z warunkiem poczatkowym

u(ty,x) =1(x)

oraz warunkami brzegowymi zdefiniowanymi dla kazdej chwili czasowe;.

D, (u(x)) = L=

D (u(x)) ===
Dy(u(x))) == ek

D (u(x ) =M= e

Oprocz dyskretyzacji przestrzennej (wezly X, zaklada sig¢ ich rownomierne rozlozenie z
krokiem /) wprowadza si¢ dyskretyzacj¢ w czasie #;, z krokiem At .

Numeryczne przyblizenie rozwiazania w wezle siatki x; w chwili #;, bedzie oznaczane za
pomoca dwoch indeksow jako u; .

A

() M) ) M) ) @) ) )
Xi-] X; Xi+1

Lkt
Xi-] Xi Xi+1

Tk
Xi-1 Xi Xi+1

li-1

—0 O O O O O O O
Xi-] X; Xi+1
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Zagadnienie dyskretne zostanie skonstruowane w ten sposob, aby rozwiazywaé réwnanie dla
kolejnych chwil czasowych po kolei. Rozwiazanie w kolejnej chwili czasowej k& +1bedzie

bazowalo na rozwiazaniu w chwili k (ewentualnie na warunku poczatkowym ¢ ).
0
Do aproksymowania sktadnika 6—1: wykorzystuje si¢ schematy aproksymujace pierwsza

pochodna:

Podkre§lmy, ze indeks goérny k oznacza wartosci juz znane (wyznaczone warto$ci dla
poprzedniej chwili czasowej), za§ wartosci z indeksem k+1 sa wyznaczane.

Znaki zapytania ‘?° maja na celu podkreslenie faktu, ze mozliwe sa rdzne sposoby
przedstawienia sktadnika przestrzennego.

Schemat jawny

Metoda jawna otrzymuje si¢ wykorzystujac w aproksymacji sktadnika przestrzennego warto$ci
z poprzedniego kroku czasowego:

k+1 k

u™ —ub uf —-2uf +u

i i+l fk+1
At h’ ’
liv1
t € =
Xi-] Xi Xi+1

Oznacza to, ze rozwigzania w kolejnych punktach w chwili k+1 mozna wyznacza¢ niezaleznie.
W szczegodlnosei nie ma potrzeby rozwiazywania uktadu rownan liniowych jak to mialo miejsce
w przypadku zagadnienia eliptycznego.

Ale:
Pojawia si¢ problem stabilno$ci metody. Przez stabilno$¢ numerycznego rozwiazania rozumie
si¢ brak narastania bledow w kolejnych krokach; inaczej, czy rozwiazanie przyblizone u

pozostaje ograniczone gdy k — .

Podany powyzej schemat jest schematem warunkowo stabilnym, za$ warunek stabilnosci
definiuje si¢ poprzez zaleznos¢ wiazaca dtugos¢ kroku czasowego i przestrzennego:

At 1
P
h= 2
Jest to bardzo ostre ograniczenie méwiace w szczegolnosci, ze krok czasowy musi male¢ w
sposob podobny do %? w miare jak dyskretyzacja przestrzenna ulega zageszczaniu. Maty krok

czasowy drastycznie zwigksza czas obliczen.
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Schemat niejawny
W miejsce znakoéw zapytania ‘?” mozna umiesci¢ odwotanie do nieznanych wartosci funkcji w
chwili k+1, uzyskujac w ten sposob schemat niejawny:
ui ™ —uf _ uiy = 2uf" +uf =
At n? i
Graficznie schemat przedstawia si¢ nastgpujaco:

Uit (- =)

lx

Xi] Xi Xi+1

. . . k+1 k+1 k+1 . . oy .
Ze wzgledu na powiazania pomiedzy u. ' , u, oraz u.. rozwiazanie dla chwili czasowej k+1
Zy i-1 i i+1

wymaga rozwigzania uktadu réwnan.

Schemat niejawny — schemat Cranka-Nicholsona

W praktyce bardzo czgsto stosuje si¢ bezwarunkowo stabilny schemat Cranka-Nicholsona, w
ktérym ‘potowa’ aproksymacji sktadnika przestrzennego odnosi si¢ do ‘przeszitosci’ (chwila
czasowa k), za$ potowa do ‘terazniejszosci’ (chwila czasowa k+1):

k+1 k k+1 k+1 k+1 k k k
u, —u; l Ui —2u; g _ l Uiy —2u; +uy, _ fk+l
At 2 h’ 2 h’ ’
ti+1 [ S
I g =)
Xi.] Xi Xi+1

Metody bezwarunkowo stabilne pozwalaja na wykorzystanie wigkszych krokéw czasowych.
Tym samym mozna szybciej przeprowadzi¢ symulacje.

Roéwnanie adwekcji — zagadnienia z czasem

Jednowymiarowe roéwnanie adwekcji

u,+au =0

moze by¢ aproksymowane za pomoca wielu schematdw.

Schemat jawny wykorzystujacy roznice centralne do aproksymowania sktadnika adwekcyjnego:
k+1 k k k

u, —ui _ — U — U

At 2h
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nie jest wykorzystywany w praktyce, bowiem jest to metoda zawsze niestabilna.
Schemat niesymetryczny:

u

1

k+l _ k

1

ko k
u _ U U,

At h

jest schematem warunkowo stabilnym.
Ogolnie, warunkiem stabilno$ci dla schematéow warunkowo stabilnych aproksymujacych
réwnanie adwekc;ji jest:

At
03731 dla a0, lub —1s"7s0 dla a<0.

a At

Jest to szczegodlny przypadek warunku znanego jako warunek CFL (Couranta, Friedrichsa,

At
Lewy’ego). Warto$¢ v = aT jest nazywana liczba Couranta.

Warunek CFL:
Metoda numeryczna moze by¢ zbiezna wtedy 1 tylko wtedy gdy obszar numerycznej zaleznos$ci
zawiera obszar zalezno$ci oryginalnego zagadnienia rozniczkowego czastkowego.

Podczas dyskretyzacji rownania adwekcji w zaleznosci od zastosowanego schematu moga
pojawi¢ si¢: numeryczna dyfuzja oraz niefizyczne oscylacje.

Podsumowanie:
W przypadku numerycznego modelowania zagadnien ewolucyjnych zarowno dla metody r6éznic
skonczonych, jak i dla metody elementu skonczonego oraz objgtosci skonczonych zachodzi:

Rozwiazania sa wyznaczane dla kolejnych krokéw czasowych. Oznacza to, ze symulacje
moga trwac bardzo dtugo!

W zaleznosci od wykorzystanych schematow dyskretyzacji czasu oraz rodzaju
rozwigzywanego rownania, moga wystapi¢ ograniczenia definiujace wzajemna zalezno$¢
dhugosci kroku czasowego oraz wielkosci dyskretyzacji przestrzennej. Spelnienie tych
warunkow jest bardzo wazne dla uzyskania stabilnego rozwiazania.

Z kazdym schematem r6znic skonczonych tacza si¢ nastgpujace pojecia:

zgodnos¢ (ang. consistency): czy operator roznicowy dobrze reprezentuje doktadny operator
rézniczkowy

zbiezno$¢ (ang. convergence): czy rozwiazanie otrzymane metoda roéznic skonczonych w
granicy zbiega do rozwigzania doktadnego

stabilno$¢ (ang. stability): czy rozwiazanie przyblizone u) pozostaje ograniczone gdy
k— .
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