Czesci:
* nawiazanie do tematyki poprzednich spotkan
* metoda elementu skonczonego
* sformutowanie mieszane

Fakty wg. Haim Breziz, Analyse Fonctionelle — Théorie et applications
Twierdzenie Riesza-Frécheta

Niech @€ H'. Istnieje jedyne f € H takie, ze

<(p,v>= (f,v) VveH.

f1=lel,,.

Co wigcej,

Oznaczamy < f, x> w miejsce f{x).

| : | - norma Hilbertowska

Definicje:

Forma dwuliniowa a(u,v): HxXH — R jest

e ciagla jesli istnieje stata C taka, ze:

|a(u,v)| <C |u||v| Yu,ve H

¢ koercytywna jesli istnieje stata o > 0 taka, ze:
a(u,v) =2 o |v|2 Vve H.

Lemat Laxa-Milgrama

Niech a(u,v) - forma dwuliniowa, ciagta i koercytywna. Wtedy dla kazdego @€ H' istnieje
ue H , jednoznaczne, takie, ze:

(D a(u,v)=<@,v> Vve H.

Dodatkowo, jesli a jest symetryczna, to wtedy u jest charakteryzowana przez:

) ue H i %a(u,u)—<¢,u >=mi}§1{%a(u,v)—<¢,v>

Uwaga: Lemat Laxa-Milgrama jest prostym 1 wydajnym narzedziem wykorzystywanym do
rozwiazywania eliptycznych liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych. Ciekawy jest
zwiazek pomigdzy rownaniem (1) i zagadnieniem minimalizacji (2). Ten zwiazek ma czgsto
interpretacje¢ fizyczna (zasada najmniejszego oddzialywania, minimalizacja energii, itp). W
terminologii rachunku wariacyjnego réwnanie (1) nazywa si¢ réwnaniem Eulera dla
zagadnienia minimalizacji (2). Zauwazmy, ze réwnanie (1) otrzymuje si¢ jako F'(u) =0,
gdzie F(v) = Y%a(v,v)—<@,v>.

Roéwnanie (1) posiada jednoznaczne rozwiazanie.

Zagadnienie:
e Poszukuje si¢ funkcji u : Q — R spelniajace;j:

-V-KVu+u=f na Q
3) {

u|ag =0
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Definicja:
Rozwiazaniem klasycznym zagadnienia (3) jest funkcja u e C*() spetniajaca (3).

Rozwiazaniem stabym zagadnienia (3) jest funkcja u € H () spelniajaca
@ [VukVv+[uw=[f Vve H)(Q)
Q Q Q

gdzie:
H)(Q)={w:Q—> R, we H'(Q)iVxeTl a(x)=0},za$
H'(Q) ={we [*(Q), a—w,a—w,...e L*(Q)}

ox dy

H'(Q) to przestrzen funkcji rzeczywistych okreslonych na €, ktére sa catkowalne w
kwadracie i ktérych pierwsze pochodne po wszystkich zmiennych sa réwniez catkowalne w
kwadracie. W ‘praktyce inzyniera® H'(Q) oznacza przestrzen wystarczajaco gtadkich
funkcji.

Postgpowanie:
Etap A:
Kazde rozwiazanie klasyczne jest rozwiazaniem stabym.

Etap B:
Istnienie i jednoznaczno$¢ stabego rozwiazania.

Twierdzenie (Dirichlet, Riemann, Hilbert)
Dla kazdego f e L*(Q) istnieje jednoznaczne stabe rozwiazanie ue H é () zagadnienia (4).
Co wigcej, u otrzymuje si¢ jako rozwiazanie zagadnienia

min {; j(]wf +v2)—£fv}.

ve Hy (Q) 2

Dowdd: Stosuje si¢ lemat Laxa-Milgrama w przestrzeni H = H (1, (Q) z forma dwuliniowa

a(u,v) = j(Vu -KVv+u v) 1 forma dwuliniowa @:v — jfv.
Q Q

Etap C:
Regularno$¢ stabego rozwiazania (,,Cette question est délicate”).

Etap D
Powr6t do rozwiazania klasycznego.

Zaklada sig, ze stabe rozwiazanie zagadnienia (4) ue H (1) (Q) nalezy do Cz(ﬁ) oraz ze Q

jest klasy C'.

Otrzymuje si¢ rownowaznos¢ trzech sformutowan: klasycznego, stabego (nazywanego tez
wariacyjnym) oraz zagadnienia minimalizacji.
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Metoda elementu skonczonego wykorzystuje stabe sformutowanie

Metoda elementu skonczonego wyréznia si¢ w klasie metod wariacyjnych specjalna
konstrukcja przestrzeni skonczenie wymiarowych. Obszar dzieli si¢ na podobszary nazywane
elementami.

Zgodnie z podejsciem charakterystycznym dla metody Ritza i1 Galerkina, rozwiazan
poszukuje si¢ w przestrzeni skonczenie wymiarowej. Wprowadza si¢ ciag przestrzeni
skonczenie wymiarowych H,(Q) aproksymujacych przestrzen H'(Q). Indeks h podkresla
zaleznos$¢ przestrzeni skonczenie wymiarowej od dyskretyzacji obszaru, w oparciu o ktéra
konstruuje sig przestrzen H, ().

Standardowa metoda elementu skonczonego wykorzystuje aproksymacje wewnetrzna, co
inaczej mozna wyrazi¢ jako: rozwiazanie przyblizone nalezy do przestrzeni, ktora jest zawarta
w przestrzeni rozwigzan doktadnych.

Oznaczamy:

H,(Q)={w,:Q, >R, w,cH, (Q,)i VxeI, o, (x)=0}
Indeks A pojawit si¢ rOwniez przy oznaczeniach obszaru €, 1brzegu I, .

Zachodzi:

Hy, (Q,) c Hy(Q)

czyli przestrzen skofnczenie wymiarowa, w ktorej poszukiwane jest rozwigzanie przyblizone,
jest ,,mniejsza” od przestrzeni, do ktérej nalezy rozwiazanie doktadne. Nawiazujac do
sformutowania w postaci minimalizacji funkcjonalu z powyzszej zaleznosci wynika, ze
wartos¢ funkcjonatu dla rozwiazania przyblizonego bedzie ‘troche’ wigksza niz dla
rozwiazania doktadnego.

Konstrukcja przestrzeni skonczenie wymiarowej
Rozwiazania przyblizonego u, poszukujemy w przestrzeni skonczenie wymiarowej

oznaczonej jako V, .
Dla réwnan rzedu drugiego potrzeba, aby V, c H'(Q).
Zachodzi:

V,cH'(Q) < funkcje ®, CV, sa ciagle.

Konstrukcja przestrzeni H;h (Q,) lub H,(Q,) odbywa sic w oparciu o triangulacje

(dyskretyzacje) obszaru obliczeniowego.

Przyktad dyskretyzacji w D2
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Przestrzen skonczenie wymiarowa H ;h (Q2,) sktada si¢ z funkcji, ktére na poszczegdlnych
elementach sa wielomianami ustalonego stopnia. Wielomiany te skleja si¢ tak, aby
zachowa¢ odpowiednia regularnos¢ H ;h (2,), a tym samym zapewni¢ spetnienie warunku

Hy, (Q,) € Hy(Q).

Prawdopodobnie najczgscie] wykorzystywana przestrzen skonczenie wymiarowa. Definiuje
si¢:

H,(Q,)={9,:Q, >R, ¢, ciagtana Q, i VKe T, ¢, |, liniowa}

Zachodzi:

Kazda funkcja z H,(Q,) jest jednoznacznie okreslona przez wartosci w wierzchotkach
dyskretyzacji.

Konstrukcja bazy H, (Q,)

Definicja:

Funkcja bazowa ¢, (funkcja ksztattu — ang. shape function), zwiazana z wierzchotkiem i jest
nastgpujaca:

® @ jestciagla funkcjag Q, - R

® @ jest liniowa na elemencie

1 dla i=1

, x. —wierzcholek dyskretyzaciji.
0 dla i#j > ySKIEyzad

H

Lo

?1

¢

—
o i( 1/h +

‘: |

3 lutego 2009 Seminarium PhD-math 4



Metoda elementu skonczonego — Kroki - Podsumowanie:
* Sformutowanie wariacyjne (stabe).

*  Wyznaczanie rozwiazania przyblizonego # nalezacego do przestrzeni skonczenie
wymiarowej. Zatem i moze by¢ reprezentowana jako liniowa kombinacja funkcji
bazowych tej przestrzeni.

» Zastosowanie w stabym sformufowaniu jako funkcji wagowych funkcji bazowych
pozwala wygenerowa¢ uktad rownan algebraicznych 1 znalezé przyblizone
rozwiazanie.

Przyklad
Poszukuje si¢ rozwigzania zagadnienia:

2
_d 0w

> =
X

u(0)=u()=0

Doktadne rozwiazanie tego zagadnienia to u(x)=—5x> +5x.

Rozwigzanie dyskretne ‘rozepniemy’ na dyskretyzacji ztozonej z czterech elementéw
(o réwnej dtugosci).

.

E(Pz

i ¢./ 1/h +

—

Stabe sformutowanie:
Znalezé u e H,,((0,1)) taka, ze Vwe H,,((0,1)) zachodzi
1 ~ 1
d—u-@dx:_flo-wdx
o dx dx 0
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Rozwiazanie przyblizone jest wyrazone w postaci kombinacji liniowe;j:

3
u= Zai O,
i=1

Po podstawieniu do stabego sformutowania otrzymuje si¢ uktad trzech réwnan liniowych:
1 1 1 7 B 7

J‘d(ol_d(ol J-d(l)l‘d(l)z J‘d(ol‘d¢3 _1[10-¢)
o dx dx g dx dx { dx dx a 0 :
1 1 1 1
J.d¢2d¢1 J.d¢2d¢2 . az — I10¢2 ,
o dx dx 3 dx dx 0
Ldp, do, | “ ||
J’ﬂﬂ I10.¢
i o dx dx | K 3_
skrétowo oznaczany jako Aa =B
Zauwazmy, ze:
1 h h
Iﬂ-ﬂdx=Il-ldx+I(—l)-(—l)dX=2hLz=g,
o dx dx oh h o h h h™ h
1 2h
J‘%.%dx: J.(—l)-ldx:h(—iz):—l
o dx dx . h h h h
1
d
Iﬂ.&dx:o
o dx dx
W ogdlnosci zachodzi:
2/hyi=j
1d : d . 1
A =[R2 D yni-jEL, B =[10-9, dx=10%h
o dx dx - 0
0,li—=jI>1

Wazne: Kiedy elementy macierzy uktadu réwnan maja warto$¢ zero?

Macierze powstajace w toku realizacji metody elementu skonczonego sa rzadkie (sparse),
tzn. duza liczba ich elementéw ma warto$¢ zero.

CZESC DRUGA

Zawartos¢:

¢ Przyklad jednowymiarowy — krok po kroku.

e Sformulowanie mieszane metody elementu skonczonego.

Przyklad jednowymiarowy — rozwazany juz podczas poprzedniego spotkania
Poszukuje si¢ rozwigzania zagadnienia:

2
_d 2 =10 w (0, 1)
X
u)=u(l)=0
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Dok}adne rozwiazanie tego zagadnienia to u(x) =—5x> +5x.

Stabe sformutowanie:
Znalez¢ u, € H},((0,1)) taka, ze Vwe H},((0, 1)) zachodzi
rdu, dw

1
—-—dxzjlo-wdx
0 dx dx 0

Rozwazmy przestrzen skonstruowang w oparciu o podzial odcinka [0, 1] na cztery elementy

(o réwnej dtugosci).
-

.. @ ® ®
0 s s

1 : :

e

i [0%) ;

E 1/h i

—

: +

Zerowy warunek Dirichleta jest wbudowany w t¢ przestrzen — wszystkie funkcje wyrazone
za pomoca funkcji bazowych ¢,,i=1,...,.3 zeruja si¢ na brzegu obszaru. Méwi sig, ze
warunek Dirichleta jest warunkiem zasadniczym.

Rozwiazanie przyblizone jest wyrazone w postaci kombinacji liniowe;j:

3
u,= zai o,
i=1

Po podstawieniu do stabego sformutowania otrzymuje si¢ uktad trzech réwnan liniowych:
1 1 1 B B

J‘d¢1 'd¢1 J'd¢1 'd¢2 J'd¢1 'd% j-l()'(ﬁ
o dx dx g dx dx oy odx  dx a 0 !
jd%.d(m jd%,d% I jm.(p
o dx dx oy dx dx a'2 0 2P
j-d¢3 . d¢3 ’ j.lo¢
o dx dx K :

skrétowo oznaczany jako Aa =B

Arkusz Excela — podziat obszaru obliczeniowego na 4 elementy (h=0,25)
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4 elements

0,25 0 0
8 -4 0 2,5 0,25 0,9375

-4 8 -4 2,5 0,5 1,25

0 -4 8 2,5 0,75 0,9375

1 0

Podziat obszaru obliczeniowego na 10 elementéw (h=0,1)

0,1

20 -10 0 0 0 0 0 0 0

-10 20 -10 0 0 0 0 0 0
0 -10 20 -10 0 0 0 0 0
0 0 -10 20 -10 0 0 0 0
0 0 0 -10 20 -10 0 0 0
0 0 0 0 -10 20 -10 0 0
0 0 0 0 0 -10 20 -10 0
0 0 0 0 0 0 -10 20 -10
0 0 0 0 0 0 0 -10 20

1,4 1,4

0,8 / \ 0.8
. lf \
]/ \
| | ol \

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

exact solution ——4 elements ‘ exact solution ——4 elements ® 10 elements ‘

Warunek brzegowy Neumanna:
A teraz zmieniamy warunek brzegowy w punkcie 1 na zerowego Neumanna, czyli
rozwiazujemy zagadnienie:

2
~ 10w,
X
wm=0, % =g
on|,

Jak bedzie wygladato rozwiazanie?

Ponownie rozwazamy podzial obszaru obliczeniowego na 4 elementy.

Rozwiazanie w krancowym punkcie przedziatu nie jest znane — a zatem liczba niewiadomych
wzro$nie o 1:
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Siggamy do arkusza:

h=0,25 Neumann
8 -4 0 0 2,5
-4 8 -4 0 2,5
0 -4 8 -4 2,5
0 0 -4 4 1,25

UWAGA: W poprzednio rozwigzywanym zagadnieniu z warunkiem brzegowym Dirichleta

uzyskany uktad réwnan byl nastgpujacy:

4 elements

0,25 0 0
8 -4 0 2,5 0,25 0,9375
-4 8 -4 2,5 0,5 1,25

0 -4 8 2,5 0,75 0,9375

1 0

Podziat obszaru obliczeniowego na 10 elementéw (h=0,1), w x=1 warunek Neumanna.
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h=0,1 Neumann

20 -10 0 0 0 0 0 0 0 0 1
10 20 10 0 0 0 0 0 0 0 1
0 -10 20 -10 0 0 0 0 0 0 1
0 0 -10 20 -10 0 0 0 0 0 1
0 0 0 10 20 10 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -10 20 -10 0 0 0 1
0 0 0 0 0 10 20 10 0 0 1
0 0 0 0 0 0 -10 20 -10 0 1
0 0 0 0 0 0 0 10 20 -10 1
0 0 0 0 0 0 0 0 -10 10 05
Warunek brzegowy Neumanna
6
5 I
. /.// /
3 /
2 7
1 4
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
‘—10 elementéw —m— 4 elementy ‘
W og6lnym przypadku nalezy uwzglednic:
e brak zatozenia o réwnej dtugosci odcinkéw podziatu
® obszar niejednorodny
e dopuszczalna jest numeracja wgziéw nie ‘po koler’
Metoda elementu skonczonego — sformulowanie mieszane
W dalszym ciagu rozwazane jest rOwnanie Poissona:
e Poszukuje si¢ funkcji u : Q — R spelniajace;j:
-V-KVu=f na Q
(1) o
Uaa =
Oryginalne zagadnienie zastgpuje si¢ uktadem réwnan rézniczkowych czastkowych:
q=—-K Vu
2) V-q=f
o =0
po dalszym przeksztatceniu:
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K'q+Vu=0
3) V-q=f
=0

g

Jak szuka¢ rozwiazania tego uktadu wykorzystujac podejscie metody elementu skonczonego?
Pierwsze réwnanie z ukladu (3) mnozy si¢ przez funkcje wektorowa ve H (1) v (div; Q)

natomiast drugie réwnanie mnozy sie przez funkcje skalarna @e L’ (Q). Wszystko catkuje
si¢ po obszarze Q. Otrzymuje si¢:

IK‘lq-v+IVu-V=O

Q Q
@) [V-ao=[r-9
Q Q

Uy =0

Drugi sktadnik pierwszego rownania przeksztalca si¢ korzystajac z twierdzenia Greena:
J-VM-VZ—J.M-V'V+ ju-n-v
Q Q oQ

Otrzymuje si¢ stabe sformutowanie oryginalnego zagadnienia w postaci mieszanej:
Znalezé pare (q, u) € H,, (div; Q)x L’ (Q) taka, ze

[k q-v=[u-V-v=0 VveH,, (div;Q)
Q Q
(5) -[V-a-o=-[f-9 VeeL'@
Q Q

Dowodzi sig, ze stabe zagadnienie posiada doktadnie jedno rozwiazanie.
Przestrzenie, w ktérych poszukuje si¢ rozwigzania przyblizonego, musza by¢ zgodne (ang.
consistent). Warunek Ladyzenskiej - Brezzi — Babuski.

Rozwiazanie przyblizone:

) q,=Yav,

q,l vy, - funl:clsje wektorowe, natomiast wspotczynniki ¢, sa skalarami.
6 w=359

Stopnie swobody . sa zwiazane z krawedziami (2D) albo sciankami (3D) elementow.

Podstawia sig reprezentacje (6) do rownan (5):

iai I(K_lWi)T'Wj _iﬂi IQ Voy, =0
(7) =l Q . i=1 °
_Z‘ai IV.W[ 0, :_J‘f(pk

Q
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Jj=1,..., m (krawedzie), k=1,...,n (elementy)

Odpowiada to uktadowi rownan o m+n niewiadomych:
® A Bl |« F, i
: = , gdzie:
B" o||g|"|F|®

A:I(K—l W;)T'\llj
Q
B:_IV'W,‘ Q,
Q

F, =0 (w ogélnym przypadku tu znajduje si¢ niezerowy warunek Dirichleta. Nalezy
wspomnie¢, ze w poréwnaniu ze standardowym sformutowaniem metody elementow
skonczonych, ulega zmianie ‘klasyfikacja’ warunkow brzegowych: obecnie warunek
Neumanna jest warunkiem zasadniczym, natomiast warunek Dirichleta jest warunkiem
naturalnym i spelniony jest w stabym sensie.)

FZZ_If¢j

Konkretne wartosci elementéw macierzy oraz wektorOw prawej strony mozna poda¢ po
zdefiniowaniu konkretnych przestrzeni.

Najprostsza dyskretyzacja jest dyskretyzacja Raviart-Thomasa.
1) Ze stabej postaci (5) i (7) wynika, ze funkcja u moze by¢ aproksymowana nieciagtymi
funkcjami. W szczegolnoSci wystarczy przestrzen funkcji V, taka, ze:

V, = {v|Kjest stata}
Wigkszym problemem jest aproksymacja przestrzeni H,, (div; Q). W Kkonstrukcji tej
aproksymacji pomocny jest nast¢pujacy lemat:

Jesli q jest gtadka na elemencie (q| (EH (K )), to warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na

to, aby I |V : q|2 < oo jest cigglos¢ skladowej normalnej q na krawgdziach elementow.
Q
Uktad réwnan liniowych (8) nie jest korzystny do rozwiazywania. Macierz co prawda jest
symetryczna, ale nie jest dodatnio okreslona. Co wigcej, jej rozmiar jest bardzo duzy (rowny
sumie elementéw oraz krawedzi/ S$cianek). Dlatego zagadnienie w postaci mieszanej
przeksztatca si¢ dalej do postaci hybrydowej poprzez:
® Powigkszenie przestrzeni Raviart-Thomasa poprzez odstapienie od wymogu ciagtosci na
krawedziach/ sciankach. Oznacza to wyjScie poza aproksymacj¢ wewngtrzng. Mozna na
to patrze¢ jak na rozdzielenie poszczegdlnych elementéw tworzacych dyskretyzacje.
e Roéwnoczesnie, aby jednak ciagtos¢ t¢ zachowaé, wprowadza si¢ do uktadu dodatkowa
funkcje (mnozniki Lagrange’a).
Gdyby odwota¢ si¢ do przypadku 1D: to ‘jakby’ kazda funkcja kapeluszowa zostaje rozcigta
na pot — w wyniku czego kazdy wezet (TU: odpowiednik krawedzi) wystepuje dwa razy. A
potem pojawia si¢ ‘co$’ na krawedzi (w przypadku 1D jest to tez wezel), co niejako z
zewnatrz bedzie wymuszac ciaglo$¢ strumienia przy przejsciu miedzy elementami.
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