Dyskretyzacja cztonu adwekcyjnego: numeryczne oscylacje i sztuczna dyfuzja

Dyskretyzacja czionu adwekcyjnego: numeryczne oscylacje i sztuczna
dyfuzja

Motywacja:
Réwnanie Zuzanny

Uproszczenia:

Réwnanie transportu (paraboliczne rownanie rézniczkowe czastkowe)

a%u+é-Vu—V-(K‘(x,y,z)Vu)+a0u:f

Roéwnanie eliptyczne zawierajace skiadnik adwekcyjny (eliptyczne réwnanie rézniczkowe
czastkowe)

B-Vu=V-(x(x,y,2) Vu) +au = f

z warunkiem brzegowym

d
K‘—u+alu=g nal .

on
k — wspotczynnik dyfuzji, w ogélnym przypadku reprezentowany za pomoca macierzy;
wektor = (B, B,. B;) € (L”(Q))’ — predkos¢ konwekji
a, € L”(Q) — skalarna funkcja
fel(Q)
a,, g— okreslonena I' ; a, € L" (), ge L*(IN).
Warunek brzegowy moze zosta¢ zdefiniowany w zaleznosci od pola predkosci:
u=g_nal_
u=g, (lubodu=g, )nal,.
I'_ oznacza brzeg wlotowy (ang. inflow), zas I', jest brzegiem wylotowym (ang. outflow):
[ ={xel:f(x) nx <0}
I ={xel:f(x) n(x)20}.

Rozwazmy réwnanie:
d’u du
- +—=0w(0,1
(*) dx*  dx ©.D
u(0)=0, ul=1

Jest to rOwnanie eliptyczne, zawierajace czion adwekcyjny o ogdlnej postaci é'Vu; w

rozwazanym przyktadzie S =1.
Rozwiazanie doktadne wyraza si¢ wzorem:

ex/s _1

1/
e’ -1

u(x) =
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Im mniejsza jest warto$¢ wspodtczynnika dyfuzji £, tym mniejsza jest warstwa graniczna,
ktorej szeroko$¢ ma wartos¢ rzedu £/ 5 .

Rozwiazujemy je metoda standardowa elementu skonczonego.... i otrzymujemy:
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Dla £€<<f (czyli u nas £<<1) w rozwiazaniu przyblizonym wyznaczonym metoda
elementu skonczonego pojawiaja si¢ oscylacje.

Dla r6znej gestosci dyskretyzacji rzecz ma si¢ nastgpujaco:
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Rézna gestos¢ dyskretyzacii
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Rézna gestosé dyskretyzacji
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Kiedy & staje si¢ male, réwnanie przykladowe ‘prawie’ degeneruje si¢ do réwnania
pierwszego rzedu, dla ktérego warunek Dirichleta natozony w koncowym punkcie przedziatu
jest nieadekwatny. Efekt jest taki, ze numeryczne rozwiazanie jest ‘zanieczyszczone’
warunkiem brzegowym w x=1, co wigcej to zanieczyszczenie propaguje si¢ w giab obszaru.

Uwagi:

Jesli na brzegu x=1 zadany jest warunek brzegowy Neumanna Z—M:Oto oscylacje nie
X

wystepuja.

. D h . . . h .
Oscylacje pojawiaja si¢ gdy ’B— > 2, gdzie h oznacza wielko$¢ elementu. Wielko$¢ ’B— jest
£ £

nazywana komérkowa liczba Reynoldsa.

Bh

Inne okreslenie dotyczy wielkosci EPE nazywanej liczbg Pecleta.
£
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DLACZEGO???
Sformulowanie wariacyjne

Znalez¢ ue H'(Q) taka, ze Vwe H'(Q) zachodzi:
) [V -Vodx +[(f-Vu) 0dx+= [0 wdx
Q Q Q

Zachodzi:

Jesli ue H*(Q) to wtedy u jest rozwiazaniem zagadnienia (*) < u jest rozwiazaniem
zagadnienia wariacyjnego (**).

Ze wzgledu na brak symetrii w tym przypadku nie istnieje rownowazne sformulowanie w
postaci zagadnienia minimalizacji funkcjonatu.

Jesli

wykorzysta si¢ elementy P1 (funkcje ciagle, kawatkami liniowe, nazywane tez funkcjami
‘kapeluszowymi’),

oraz dodatkowo zatozy sig, ze elementy sa rowne, za§ wezty zostaly ponumerowane w sposéb
naturalny, to otrzymuje si¢ nast¢pujacy uktad rownan liniowych:

(***) Asz,
gdzie:
A jest macierza tréjdiagonalng o elementach:
2 _£+l 0 0
h h 2
e 122 e 1
h 2 h h 2 ’
0 o -_£_1 2
h 2 h

g_dzie h=1/M, a M oznacza liczbg elementéw, na ktére zostat podzielony odcinek [0, 1].

Macierz A nie jest symetryczna!!!

Oznacza to, ze klasa metod, ktére mogg by¢ wykorzystane do rozwigzania ukladu
réwnan liniowych, znacznie si¢ zawe¢za, w poréwnaniu z przypadkiem zagadnien
symetrycznych. W szczegélno$ci nie mozna wykorzysta¢ Metody Gradientéw
Sprzezonych.

Wektor F ma elementy:

2
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(1+Pe

J
1 Pj -
—re .
£ =uy(x) =~ =], M,

1+ Pe . 1
1- Pe

h e
Pe = bh nazywana jest liczbg Pecleta.
£

gdzie:

Jesli Pe>1, to wtedy
1+ Pe

1- Pe

< 0 1 w zaleznosci od numeru wezta (parzysty — nieparzysty) pojawiaja si¢ oscylacje.

Konwekcja vs. dyfuzja

Jakosciowa natura rozwazanego zagadnienia zalezy od wzajemnej relacji migdzy
wspoélczynnikiem dyfuzji i predkoscia konwekceji (adwekcji).

Gdy K /| ,B| mate: w rownaniu dominuje konwekcja, réwnanie nabiera charakteru réwnania
hiperbilicznego.

W miarg jak warto$¢ K /| ,B| wzrasta — rownanie zmienia swoj charakter z hiperbolicznego na
eliptyczny.

Dla réwnan o dominujacej dyfuzji obowiazuje to, co dotad powiedziano w odniesieniu do
rownan eliptycznych, bowiem czynnik konwekcyjny jest zdominowany przez czton
dyfuzyjny.

Mozna bytoby rozwaza¢ tzw. zagadnienie zredukowane, czyli przypadek skrajny z K=0.
B-Vutau=f wQ

u=g_nal_

(Uwaga, warunek brzegowy jest zadany tylko na wlocie).

Jest to zagadnienie hiperboliczne, ktorego nie bedziemy teraz omawiac, warto jednak
wspomniec, zZe:

brak dyfuzji sprawia, Ze informacja jest propagowana ‘ostro’ wzdtuz linii prqdu od brzegu
wlotowego do wylotu. W szczegolnosci, jesli w pewnym punkcie x nalezqcym do brzegu 1"
wystepuje nieciqgtos¢ danych wejsciowych, to rozwiqzanie bedzie nieciqgte wzdtuz catej linii
pradu wychodzqcej z x.

ox
B=1.0)
Warunek brzegowy:

0, O<y<l1/2
u(0,y) =

I, 1/2<y<l1
Rozwiqzanie:

0, 0<y<1/2, 0<x<l1
u(x,y) =

1, 1/72<y<l, 0<x<l

posiada nieciqgtos¢ wzdtuz linii pradu (x,y) = (x,1/2).

2009-09-23 5




Dyskretyzacja cztonu adwekcyjnego: numeryczne oscylacje i sztuczna dyfuzja

” @ —
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Trudnosci pojawiaja si¢ rowniez w przypadku gdy K /|,B| # 0 ale jest mate. Obecnos¢ dyfuzji
sprawia, ze rozwiazanie jest ciagle, za§ ‘nieciaglos¢’ jest w wyniku jej dziatania
‘rozmazywana’.

JeSli na brzegu wylotowym I, zatozy si¢ warunek Dirichleta, to wtedy najcze¢Sciej

rozwigzanie zagadnienia posiada warstwg brzegowa (ang. boundary layer) w sasiedztwie I, o

szerokosci O(K) ze wzgledu na szybka zmiang¢ rozwiazania wymuszona przez dzialanie
warunku brzegowegona I, .

Walka z oscylacjami

e Zwigkszenie liczby wezlow, tak aby zapewnic¢ spetnienie warunku Pe < 0.

¢ Lokalne zageszczenie dyskretyzacji w sasiedztwie frontu.

Skoro problemy wynikaja z duzego skoku rozwigzania, nalezy si¢ spodziewacl, ze
zageszezenie siatki w sasiedztwie punktu x=1 powinno przynie$¢ poprawe rozwiazania
przyblizonego.

UWAGA: W dalszym ciagu prezentowane sa wyniki uzyskane dla zagadnienia:

d*u du
+—=1w(0,1
dx*  dx .1

u(0)=0, ul)=0

=&

1,2

1,
d’u du /
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Wykorzystanie zmodyfikowanej dyskretyzacji przynosi widoczna poprawe:

2
1,8
16 - Siatka irreg50 na bazie x"2 l
- Siatka irreg20 na bazie x4 A
1,2 | | f\ |
1+ d’u du 1
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Typowa ‘zgodna z pradem’ procedura elementu skonczonego moze by¢ interpretowana jako
metoda wazonych residuéw, w ktorej funkcje testowe nie sa takie same jak funkcje probne
(wagowe), ale posiadaja pewne obciazenie zgodne z przeptywem. Takie sformutowanie nosi

Metody typu ‘upwind’ — metoda Petrova-Galerkina

Metody typu ‘upwind’ — metoda Petrova-Galerkina

Metody typu ‘upwind’ zmierzaja do tego, aby w dyskretyzacji czlonu adwekcyjnego w
wigkszym stopniu wykorzysta¢ informacje nadchodzace z przeptywem. Tymczasem
standardowe funkcje bazowe, na przyklad typu ‘kapeluszowego’, sa symetryczne wzgledem
‘swojego’ wezla. Pomyst: nalezy zaburzy¢ tg symetrig.

nazwe sformutowania Petrova-Galerkina.
Aproksymacja Petrova-Galerkina dla zagadnienia z przyktadu jest nastgpujaca:

Znalez¢ u, € H ,ll (Q2) taka, ze dla kazdej funkcji @, € H ,i () zachodzi

2009-09-23
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IE duh da)h
dx dx

W sformutowaniu Petrova-Galerkina przestrzenie H,(Q) i H(Q) sa rézne, ale kazda z nich

dx+_|.duh ,dx = J.l- @, dx
Q dx Q

zawiera si¢ w przestrzeni rozwiazan doktadnych H'(Q).

Konstrukcja przestrzeni H) (Q) i H.(Q)

Funkcje bazowe @, € H, () sa standardowymi funkcjami kapeluszowymi.

Caty trick kryje si¢ w konstrukcji funkcji wagowych . H 1 (Q), ktére powstaja poprzez
dodanie lub odjgcie funkcji kwadratowej znikajacej w weztach do/od funkcji ¢, .

Idee przedstawiaja ponizsze rysunki:

1,6
1.4
1,2

1

08 /
0,6

04
0,2
0 T

-0,2
-0,4

-0,6

— — fi—— alfa=1 —alfa=1000 — alfa=5000
‘—fi =—omega —— korekta ‘
a (x—x,._
@.(x)+—N il
h h e X Sx<x
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gdzie N(§)=35(1-9).

Parametr « ma taki sam znak jak £ (predko$¢ konwekcji), a zatem funkcje wagowe sa
skierowane zgodnie z pradem (ang. upwind).

Wyniki obliczen wykorzystujacych metod¢ Petrova-Galerkina do rozwigzania zadania
przyktadowego sa przedstawione ponizej:
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Uzyskane wyniki pokazuja, ze istnieje mozliwos¢ pozbycia si¢ oscylacji. Jednakze, nawet
golym okiem widaé, ze rozwiazanie numeryczne jest ‘wygladzone’ w poréwnaniu z
rozwigzaniem doktadnym. ‘Wing’ ponosi sztuczna dyfuzja (artificial diffusion), nazywana tez
numeryczng lepkosciq (numerical viscosity)

Wyjasnienia tego faktu dostarcza metoda réznic skonczonych:

Uwaga na temat dzialania metody réznic skonczonych
e Dyskretyzacja cztonu dyfuzyjnego:
Uiy —2u; T U,
h2
e Dyskretyzacja pierwszej pochodnej — kilka sposobéw
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Uiy —U;y
2h
‘symetrycznej’ aproksymacji metoda elementu skonczonego. Efektem jego dziatania sa

rOéwniez oscylacje...

Schemat centralny rzedu drugiego mozna traktowa¢ jako odpowiednik

Wyniki uzyskane dla r6znych wartosci € sa nastgpujace:
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Wyjasnienie: w miarg jak & zbliza si¢ do zera w warstwie granicznej zagadnienia ciaglego
pochodna d_u przyjmuje dowolnie duze wartosci podczas gdy sama funkcja u pozostaje
X

ograniczona. Z drugiej strony ustalona siatka nie daje mozliwos$ci reprezentowania dowolnie
duzych wartos$ci gradientu.

Remedium: wykorzystanie schematu jednostronnego zgodnego z kierunkiem przeptywu — tak
aby wykorzystywac informacje doptywajace.

% gdy >0, oraz
%gdyﬂ<0.

Bez wzgledu na wartosci €, [, h oscylacje nie wystepuja. Nalezy zwr6ci¢ uwage na fakt, ze
dla matych ¢ rozwiazanie zagadnienia praktycznie nie zalezy od warunku na brzegu
wyjsciowym (u nas jest to x=1).

Po zastapieniu centralnego schematu aproksymujacego czynnik adwekcyjny schematem
lewostronnym. Tak wygladaja wyniki:
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Schemat ‘upwind’ mozna interpretowac jako aproksymacje¢ Petrowa-Galerkina.

Podsumowanie

Dyskretyzacja sktadnika adwekcyjnego é -Vu

Jest przyczyna otrzymania niesymetrycznego uktadu réwnan;
e Powoduje mnoéstwo klopotéw natury numerycznej. Z tym problemem spotkamy sig
ponownie omawiajac zagadnienia zwigzane z rOwnaniami parabolicznymi.

e Zastosowanie standardowych metod (np. Galerkin) w przypadku gdy dominuje czion

adwekcyjny powoduje wystgpowanie niefizycznych oscylacji w sasiedztwie frontow.

e Proby ich zwalczania najczeSciej sa przyczyna zbyt duzej, w poréwnaniu z fizyczna,
dyfuzji, w wyniku ktdérej nastgpuje ‘rozmazywanie’ (ang. smear) ostrych frontéw i

nieciagtosci rozwigzania.
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