Metoda Elementu Skonczonego Spotkanie 1

Réwnowaznos$e:
e Poszukiwanie ekstremum funkcjonatu

e Slabe sformulowanie

e Zagadnienie rozniczkowe czastkowe

Przyblizone wyznaczanie ekstremum funkcjonalu — metoda Ritza

Dla pewnej klasy zagadnien inzynierskich istnieja zasady maksimum, ktére pozwalaja
sformulowa¢ oryginalne zadanie jako wyznaczenie ekstremum odpowiedniego funkcjonatu.
Zasada maksimum stanowi naturalny opis w zagadnieniach mechanicznych (przemieszczenie,
odksztalcenie, napr¢zenie), jako opis energii uktadu, ktora jest minimalna w stanie rownowagi.
Poniewaz rozwiazania dokladne daja si¢ wyznaczy¢ tylko dla waskiej klasy zagadnien,
poszukuje si¢ rozwigzan przyblizonych.

Idea:
Zastepuje sig: rozwiazanie doktadne — rozwiazaniem przyblizonym, funkcjonal — funkcja wielu
zmiennych (parametréw, za pomoca ktorych opisuje si¢ poszukiwana funkcje).

Metoda Ritza
Walter Ritz (1878 — 1909). Metoda Ritza wykorzystuje idee sformutowane przez Rayleigh
(1842 — 1919, lord Rayleigh, wtasciwie John William Strutt).

Kroki:

e Wybiera sig zbidr liniowo niezaleznych funkcji @y, @;»---» @, . Funkcja @, pehni szczegdlna
rolg: musi spetniac rézne od zera warunki brzegowe. Pozostate funkcje zeruja si¢ na brzegu.

e Poszukiwana funkcj¢ przedstawia si¢ w postaci kombinacji liniowej:

U=, + Z C o
i=l1
Cel:
Wyznaczy¢ wspotczynniki C;. Zauwazmy, ze funkcja @ spetnia warunek brzegowy.

e Po podstawieniu reprezentacji w postaci kombinacji liniowej do funkcjonalu, staje si¢ on
funkcja zalezna od poszukiwanych wspotczynnikow C, | i=1,....n.

e 7 warunku koniecznego ekstremum (zerowanie si¢ pochodnych czastkowych) otrzymuje si¢
uklad n rownan, z ktoérego mozna wyznaczy¢ wspotczynniki C;, i=1,....n .

PRZYKLAD

Metoda wazonych residuéw — metoda Galerkina
Boris Grigoriewicz Galerkin (1871-1945)

Jest wiele sposobow dojscia do sformulowania metody Galerkina; jeden z nich to metoda
wao nych residuow (Metod of Weighted Residuals).

Idea:
e Rozwigzywane jest rownanie rozniczkowe czastkowe, na przyktad.:
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—Au=f na Q
WMo =8

e Poszukujemy rozwigzania przyblizonego @, Korzystajac z reprezentacji w postaci
kombinacji liniowe;:

uA:(DO-i_ZCi (Dia
i=1

gdzie funkcje @, sa liniowo niezalezne i na brzegu przyjmuja wartos¢ 0. Funkcja @,

odpowiada za spelnienie niezerowego warunku brzegowego. Funkcje @; nazywa si¢ funkcjami

ksztaltu (shape functions), funkcjami bazowymi (basis function), funkcjami interpolujacymi.

e Funkcja # jest tylko przyblizeniem rozwiazania doktadnego, a zatem —Ai—f =R | R
nazywa si¢ residuum (odchyk ).

Cel:
Wyznaczy¢ wspoOtczynniki C; tak, aby residuum zostato ‘w pewnym sensie’ zminimalizowane.

Na przyktad J. Rdx=0 pie jest dobrym pomystem bowiem generuje tylko jedno réwnanie, a
Q
my potrzebujemy az n rGwnan.
Co robi¢?
Wprowadza si¢ n funkcji wagowych w;, i=1,...,n 1 wymaga si¢ aby zachodzito
JRw, dx=0 gig =1, .
Q

Jesli jako funkcje wagowe Ww; przyjmie si¢ funkcje bazowe @; to otrzymuje si¢ metod
Galerkina (opublikowana w 1915, podobna metode opublikowat Bubnow w 1913).

[Ro dx=0 g2y
Q

Je$li przyjmie si¢ W, =6(x—X;,), to otrzymuje si¢ metod  kolokacji (collocation metod). W

metodzie kolokacji residuum znika w punktach kolokacji x;.

Metoda Galerkina — ciag dalszy

Rozpisuje si¢ rownania:

IR P dx=0 gia =1, .1
Q

poprzez:
1) zastosowanie twierdzenia Greena

2) podstawienie do rGwnania reprezentacji @ = @, + Z C: o
i=1

Ad 1)
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Podstawiajac —Au—f =R do r(')wnaﬁ_[ Ro,dx=0 dlai=1, ...,n, otrzymuje si¢:
Q

I—Aﬁ @, dx ZJ-f @, dx , =1, ...,n, po czym pierwszy wyraz przeksztalca si¢ stosujac
Q Q

twierdzenie Greena:

Twierdzenie Greena:

J‘—Au wdx :J.Vu-de)_c—Ja—u-wdy

Q Q r af’l

Inacze;j:

j—V-Vu wdx zj‘Vu-de)_c—J.a—u-wdy
Q Q r an

I jeszcze inaczej:

j—div-gradu wdx :J.gradu-gmdwd)_c—v[a—u-wdy
o v on

Q

W przypadku jednowymiarowym stosuje si¢ wzor na catkowanie przez czgsci:

Catkowanie przez czgsci:
b b

b
Iu'wdx:—ju w'dx+uw|a

a a

Powracajac do rownania I —Au g, dx :Jf @, dx ,i=1, ...,n, mamy:
Q Q

. ou
IV” Vo, dx :J.f @, dx— J.a(/’i dy =1, ...,n. Ostatni wyraz znika, bowiem zatozono, ze
Q Q

r

funkcje @, , i=1, ...,n, znikaja na brzegu.

Pozostaje teraz podstawié i = @, + zCi @, do jVﬁ Vo, dx :,[f ?; d)_c:
Q Q

i=1

[Vip,+>.C 0) Vo, dx=fp, dx
Q i=1 Q

Z}:C[ [ Vo, Vo, dx=[fp, dx-[Ve, Vo, dx, j=1,..,n.
= Q Q Q

Jest to uktad réwnan liniowych.
Uwagi:
o Jesli M|r =0 to ostatniego czynnika nie ma (patrz rola funkcji ¢, w reprezentacji 7 .

e RoOzny od zera warunek Dirichleta powoduje modyfikacje wektora prawej strony w uktadzie
réwnan.

Metoda Elementu Skonczonego wyroznia si¢ specjalna konstrukcja przestrzeni skonczenie
wymiarowej V), w ktorej poszukuje si¢ rozwiazania. Obszar dzieli si¢ na mate podobszary,
zwane elementami. Przestrzen V), sklada si¢ z funkcji, ktore na poszczegolnych elementach sa
wielomianami ustalonego stopnia. Wielomiany te skleja si¢ tak, aby zachowa¢ odpowiednia
regularnos¢ V, .
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Metode Elementu Skonczonego laczy si¢ z nazwiskiem Couranta (1942). Po raz pierwszy
wprowadzil on, w celu rozwiazania eliptycznych réwnan rozniczkowych czastkowych, podziat
obszaru obliczeniowego na male trojkaty.

1950 — mechanika strukturalna
1960 — zagadnienia inzynierskie
1973 — Sciste podstawy matematyczne (Strang 1 Fix)

Z encyklopedii Wikipedii:

Richard Courant (born January 8, 1888 in Lublinitz, Silesia, Germany, today Poland, died
January 27, 1972 in New York/USA) was a German and American mathematician.

During his youth, his parents had to move quite often, to Glatz, Breslau, and in 1905 to Berlin.
He stayed in Breslau and entered the university there. As he found the courses not
demanding enough, he continued his studies in Ziirich and Géttingen. He eventually
became David Hilbert's assistant in Gottingen and obtained his doctorate there in 1910. He had
to fight in World War I, but he was wounded and dismissed from the military service shortly
after enlisting. He continued his research in Gottingen, with a two-year period as professor in
Miinster. There he founded the Mathematical Institute, which he headed as director from 1928
until 1933.

Courant left Germany in 1933, earlier than many of his colleagues. While he was classified as a
Jew by the Nazis, his having served as a front-line soldier exempted him from losing his
position for this particular reason at the time; however, his public membership in the social-
democratic left was a reason for dismissal to which no such exemption applied [1]. After one
year in Cambridge, he went to New York where he became a professor at the New York
University in 1936. He was given the task of founding an institute for graduate studies in
mathematics, a task which he carried out very successfully. The Courant Institute of
Mathematical Sciences (as it was renamed in 1964) continues to be one of the most respected
research centers in applied mathematics.

Apart from his outstanding organizational talent, Courant is well remembered for his
mathematical achievements. He authored the very influential textbook Methods of
Mathematical Physics, which is still widely used more than eighty years after it was written. He
is the co-author with Herbert Robbins of a popularization titled What is Mathematics?, which is
still in print. His name is also attached to the finite element method, originally invented by
engineers. Courant gave this a solid mathematical basis. This method is now the most
important way to solve partial differential equations numerically.
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