Metoda elementu skonczonego Spotkanie la

Roéwnania Roézniczkowe Czgstkowe (RRCz) (ang. Partial Differential Equations, PDE)

¢ Rzad réwnania jest okreslony rzedem najwyzszej pochodnej wystepujacej w rownaniu;

e Rownanie liniowe — wszystkie pochodne czastkowe nie zaleza od zmiennych zaleznych
(czyli funkcji), ale moga zaleze¢ od zmiennych niezaleznych.

e Rownanie jest jednorodne — bez czynnika zrodlowego — albo niejednorodne, z
czynnikiem zroédlowym. Czynnik zrédtowy nie wplywa na cechy ogdlne réwnania ani
(najczgsciej) na metodg rozwiazania.

Ogolna posta¢ liniowego rdwnania rdézniczkowego czastkowego drugiego rzedu,
zdefiniowanego wzgledem funkcji dwoch zmiennych, np. u(x,y)  (w zagadnieniach
dynamicznych, zmienna y bgdzie zastapiona zmienna czasu ) ma postac:

Au, +Bu,,+Cu, +Du +Eu,+Fu=f,

gdzie wspolczynniki 4, B, C, D, E, F moga by¢ funkcjami x oraz y, podobnie jak funkcja
wymuszajaca f=f(x,y). Zaklada si¢ tez, ze przynajmniej jeden ze wspotczynnikow 4, B, C jest
rézny od zera, bowiem w przeciwnym razie rOwnanie bytoby rownaniem pierwszego rzedu.
Wielkoscia stuzaca do okreslenia typu réwnania jest wyréznik:

A(x,y)=B*—4A4C,

za$ podobienstwo do wyroznika réwnania kwadratowego:

O(x,y)= Ax> + Bxy+Cy> +Dx+ Ey+ F =0

nie jest przypadkowy.

Zbior rozwiagzan (x,y) takiego rownania opisuje krzywa, przy czym krzywa ta jest:

e celipsa, gdy A>0

e parabola, gdyA=0

e hiperbola, gdyA <0.

Analogicznie do klasyfikacji krzywych przebiega klasyfikacja rownan rozniczkowych
czastkowych:

o Jesli A(x,y)=B>—44C >0 to réwnanie nazywa si¢ réwnaniem eliptycznym,
Przyktad: rownanie Laplace’a u,, +u,, = 0

e Jedli A(x,») = 0to réwnanie nazywa si¢ réownaniem parabolicznym,
Przyktad: rownanie przewodnictwa ciepta: u, —ku, =0

e Jesli A(x,») <0to rownanie nazywa sie réwnaniem hiperbolicznym.
Przyktad: rownanie falowe: u, —c’u_ =0

Dla ustalenia uwagi powyzsze rownania dotycza funkcji dwoch zmiennych.

Powyzszy podziat nie jest podziatem tylko formalnym.

Roéwnania: falowe, przewodnictwa ciepta oraz Laplace’a sa przedstawicielami trzech
najwazniejszych klas rownan roézniczkowych czastkowych. Pomigdzy tymi klasami wystepuja
fundamentalne réznice. Réwnania opisujace wibracje, w szczegolnosci réwnanie falowe, sa
najczgsciej hiperboliczne. Rdwnania opisujace procesy dyfuzyjne, a do takich nalezy rownanie
przewodnictwa ciepta, sa paraboliczne. RoOwnania hiperboliczne 1 paraboliczne opisuja procesy
dynamiczne 1 jedna ze zmiennych jest identyfikowana z czasem. Z drugiej strony, réwnania
opisujace stany rownowagowe (steady-state), takie jak rownania Laplace’a i Poissona, sa
najczesciej eliptyczne 1 dotycza funkcji zalezacych tylko od zmiennych przestrzennych.
Rownania eliptyczne wystgpuja w  zagadnieniach brzegowych, natomiast rdéwnania
paraboliczne 1 hiperboliczne prowadza do zagadnien poczatkowo-brzegowych, z wymaganym
jednym oraz odpowiednio dwoma, warunkami brzegowymi.
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Bardzo wazne jest rowniez to, ze metody uzywane do przyblizonego rozwiazywania rownan
nalezacych do tych trzech klas znacznie si¢ r6znig 1 maja zupetnie inny charakter w kazdym z
trzech przypadkdow.

O ile nazewnictwo trzech klas réwnan rézniczkowych czastkowych jest najbardziej ‘czytelne’
dla przypadku funkcji dwoch zmiennych ze wzgledu na analogie z opisem krzywych,
terminologia oraz wlasnos$ci przenosza si¢ do rownan zdefiniowanych dla funkcji o wigkszej
liczbie zmiennych.

Rownanie RRCz rzgdu pierwszego jest zawsze hiperboliczne.

Klasyfikacja RRCz jest blisko powiazana z charakterystyka RRCz. Nie wdajac si¢ w
szczegbly: w przestrzeni 2D charakterystyki sa krzywymi (ogolnie: charakterystyki sa
hiperpowierzchniami), wzdhuz ktérych propagowane sa sygnaly i informacje. Takimi sygnatami
sa na przyktad nieciaglo$ci pochodnych zmiennych =zaleznych, w szczegdlnosci fale
uderzeniowe. Jesli RRCz posiada rzeczywiste charakterystyki, to wtedy informacje propaguja
si¢ wzdhuz nich. W przypadku gdy charakterystyka nie istnieje, to wtedy nie ma preferowanych
drog propagacji informacji.

Wystepowanie krzywych charakterystyk w dziedzinie rozwiazan prowadzi do zdefiniowania
obszaru zalezno$ci i obszaru wplywu RRCz.

Rozwaza si¢ punkt P € D(x,y), gdzie D(x,y) dziedzina rozwiazah.

Obszar zalezno$ci punktu P to taki obszar w D(x, ), od ktorego zalezne jest rozwiazanie w P,
oznaczone [, . Inaczej: F, zalezy od wszystkiego co zaszto (zachodzi) w obszarze zaleznosci.
Obszar wplywu punktu P to taki obszar w D(x, y), na rozwiazanie w ktorym wywiera wplyw
rozwigzanie w punkcie P. Inaczej: F, wplywa na rozwiazanie we wszystkich punktach
nalezacych do obszaru wptywu.

e Rownania eliptyczne nie posiadaja charakterystyk, za$ obszar zaleznoS$ci 1 obszar wplywu
pokrywaja si¢ i obejmuja cala dziedzing rozwiazania D(x,y). Nie ma propagacji
nieciaglo$ci; rozwiazania sa ciagle 1 fagodne, bowiem operatory eliptyczne maja wlasnosci
wygladzajace. W kazdym punkcie brzegu obszaru musi by¢ zadany warunek brzegowy.
Rozwiazanie przyblizone musi by¢ wyznaczone we wszystkich punktach jednoczesnie.

Rys.

e Dla rownan parabolicznych charakterystykami sa linie stalego czasu. W konsekwencji stan

w punkcie P w chwili czasowej t zalezy od wartosci rozwiazan we wszystkich
poprzedzajacych t chwilach czasowych oraz od tego co dzieje si¢ w chwili biezacej. Jest to
obszar zaleznosci. Jest to obszar skonczony.
Obszarem wplywu natomiast sa wartoSci rozwiazan we wszystkich punktach w chwili
biezacej oraz w kolejnych chwilach czasowych. Obszar wplywu jest nieskonczony.
Rozwiazanie zagadnienia parabolicznego musi spetnia¢ warunek poczatkowy zdefiniowany
dla poczatkowej chwili czasowej (w ktorej nastgpuje start symulacji) oraz warunki
brzegowe okreslone w kazdym punkcie brzegu przestrzennego w kazdej chwili czasowe;.
Rozwiazanie przyblizone jest wyznaczane dla kolejnych chwil czasowych.

Rys.

e W przypadku hiperbolicznym propagacja informacji nastgpuje po krzywych charakterystyk
1 ma to zasadniczy wplyw na ksztatt obszaréw zaleznos$ci 1 wptywu.

Rys.

Najprostszym przypadkiem réwnania hiperbolicznego jest réwnanie adwekcji:
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u,+au =0,
w ktorym a oznacza predkos¢ adwekcji.

Uwaga: poniewaz wspOlczynniki réwnania 4, B, C moga zmienia¢ si¢ w zaleznosci od
potozenia, to rowniez typ rownania moze ulega¢ zmianie.
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