Metoda elementu skonczonego
Anna Trykozko, ICM

www.icim.edu.pl/~aniat/fem

e Rozwiazywane jest rOwnanie Poissona

—-Au=f na Q

=0

Operator Laplace’a:

2 2 2
Au=V-Vu=Viu=u,tu, +u, -2 L;+a L;+a ~
B 0x ay az

Za pomoca tego rownania mozna opisywac wiele zjawisk:
* Przemieszczenie membrany spowodowane pionowym wymuszeniem,
* Zagadnienia z zakresu elektrostatyki: wtedy u oznacza potencjat,
* Przewodnictwo ciepta — rozktad temperatury,
*  Przeptyw wdd podziemnych

Metody numeryczne rozwiazywania rownan rozniczkowych czastkowych
* Roznice skofczone

e Objetosci skonczone
* Metoda elementu skonczonego (ang. Finite Element Method)
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Kilka nazwisk:
Ritz (1908)
Galerkin (1915)
Courant (1943)

Metoda wazonych residuéw — w strong¢ metody Galerkina
Jest wiele sposoboéw dojscia do sformutowania merody Galerkina; jeden z nich to metoda
wazonych residuow (Metod of Weighted Residuals).

Idea:
Dla prostoty w dalszym ciagu ograniczymy si¢ do przypadku jednowymiarowego:
d’u
-—=fwQ=(a,b)
X
u(a)=ub)=0

e Poszukujemy rozwiazania przyblizonego i, korzystajac z reprezentacji w postaci
kombinacji liniowe;j:

n
i =0, +za‘i 0,
i=1

gdzie funkcje ¢, sa liniowo niezalezne i na brzegu przyjmuja warto$¢ 0. Funkcja ¢,
odpowiada za spetnienie niezerowego warunku brzegowego (w naszym przypadku ¢, =0).
Funkcje ¢, nazywa si¢ funkcjami ksztaltu (shape functions), funkcjami bazowymi (basis
function), funkcjami interpolujacymi. Funkcje ¢, sa zadane i1 nalezy jest traktowac jako

znane funkcje. Sposob konstrukcji charakterystyczny dla metody elementu skonczonego
zostanie podany pozniej.

e Funkcja # jest tylko przyblizeniem rozwigzania doktadnego, a zatem —Aii— f =R
R nazywa sie¢ residuum (odchytkq).

Cel:
Wyznaczy¢ wspéiczynniki o, tak, aby residuum zostalo ‘w pewnym sensie’

zminimalizowane.
Co robi¢?
Wprowadza si¢ funkcje wagowe , zerujace si¢ na brzegu, i wymaga si¢ aby V® zachodzito

IRwd;c=O
Q

Jesli jako funkcje wagowe o przyjmie si¢ funkcje bazowe ¢, to otrzymuje si¢ metode
Galerkina (opublikowana w 1915, podobna metodg opublikowat Bubnow w 1913).

[Ro, dx=0dlai=1,..n
Q
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A przy okazji....
Jesli przyjmie si¢ ®=3(x—x;), to otrzymuje si¢ metode kolokacji (collocation metod).

W metodzie kolokacji residuum znika w punktach kolokacji x;.

Metoda Galerkina — cigg dalszy

Sprawy do wyjasnienia:

e Jak definiowac funkcje bazowe? — to na pdzniej...
¢ Pojawila sig calka... co z tego wynika?

Przeksztalca sie rOwnanie:

[Rodx=0
Q
poprzez:
2~
e Podstawienie R = _d b; - f
dx

Otrzymuje sig:

([— ‘jlxz‘ u)dxzif ® dx

e Pierwszy czlon przeksztalca si¢ korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci
(bedacego jednowymiarowym odpowiednikiem twierdzenia Greena):

Catkowanie przez czgsci:
b b

ju'wdx:—J.u w'dx+uwz

a a

Otrzymuje si¢ kolejno:

—i(d—f‘J dx=[ f ©dx

o dx\dx
) b
I (d_”j P -Lo :.[ fodx jedna pochodna ‘przeskoczyla’ oraz
dx ) dx e |, o
pojawil si¢ nowy skladnik
I Ld_“j " dx =I fodx skladnik brzegowy jest rowny zeru
dx ) dx o)
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W ten sposéb otrzymaliSmy stabe sformulowanie oryginalnego zagadnienia:

Znalez¢ u, € H},((0,1)) taka, ze Vwe H},((0, 1)) zachodzi

d—u@dx -0 dx
I If

¢ Podstawienie do stabego sformulowania reprezentacji - oraz ..

® podjecie decyzji co do ustalenia funkcji ®:
Jako testowe funkcje ® wybiera si¢ n funkcji @, wykorzystanych w reprezentacji

-. Czyli mamy n niewiadomych wspoétczynnikow i n réwnan!

Jest to uktad réwnan liniowych.

Uwagi:

R6zny od zera warunek Dirichleta powoduje modyfikacj¢ wektora prawej strony w uktadzie
réwnan.

Uwzglednienie innych rodzajéw warunkéw brzegowych.
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Na przyklad:
W przypadku jednowymiarowym obszar (=odcinek) dzieli si¢ na podprzedziaty.
Jako bazg¢ wybiera sig funkcje @, ciagle, kawatkami (na elemencie) liniowe i takie, ze

&

Q,(x;)= {0 - Jj, gdzie x; oznacza punkty weztowe dyskretyzacji.

Funkcje te czgsto nazywa si¢ funkcjami kapeluszowymi (hat functions).

Metoda elementu skonczonego — Kroki - Podsumowanie:

* Sformutowanie wariacyjne (stabe). Przy odpowiednich zalozeniach zagadnienie
oryginalne i sformulowanie oryginalne sa réwnowazne.

* Wyznaczanie rozwiazania przyblizonego i nalezacego do przestrzeni skonczenie
wymiarowej. Zatem i moze by¢ reprezentowana jako liniowa kombinacja funkcji
bazowych tej przestrzeni.

» Zastosowanie w stabym sformufowaniu jako funkcji wagowych funkcji bazowych
pozwala wygenerowa¢ uktad réwnan algebraicznych 1 znalezé przyblizone
rozwiazanie.

* Szczegdlna konstrukcja przestrzeni, do ktorej nalezy i , dyskretyzacja.

Przyklad
Poszukuje si¢ rozwigzania zagadnienia:

2
_d 0w

=
X

uQ)=u(l)=0

Doktadne rozwiazanie tego zagadnienia to u(x)=—-5x" +5x.

Rozwiazanie dyskretne ‘rozepniemy’ na dyskretyzacji ztozonej z czterech elementéw (o
rownej dlugosci).
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Stabe sformutowanie:
Znalezé ue H},((0,1)) taka, ze Vwe H,,((0,1)) zachodzi
J-du do

& —jlomdx
dx dx 0

Rozwiazanie przyblizone jest wyrazone w postaci kombinacji liniowe;j:

ﬁ:io@i O,

Po podstaw1en1u do stabego sformulowama otrzymu]e sig uklad trzech rownan liniowych:

J‘d¢’1 _d¢’1 J'd¢1 _d¢2 J‘d¢’1 _d¢3 J'10_¢

o dx dx g dx dx o dx dx o 0 !

jdqoz,dcol jd%_d% la |2 jm.go

o dx dx { dx dx : 0 *r
.

1 do, de, ’ 1
kIt 10-
'([ dx dx -[ ?s

skrétowo oznaczany jako Aa =B
Zauwazmy, ze:

cdo, do, f 1 2
e ML el ——d — =

!dx j j( ) (- dr =2k =

1

I%.&dx: I(_l).ldx:h(__z):__

o dx dx . h h h h

1

Iﬂ%dx:(}

o dx dx
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W og6lnosci zachodzi:

P 2/hi=j 1
A..:j&~&= Uhli-jl=1, B, =[10-¢, dv=10%h
! dx dx ’ ’
0 . . 0
0,li—=jI>1

Wazne: Kiedy elementy macierzy uktadu réwnan maja warto$¢ zero?

Macierze powstajace w toku realizacji metody elementu skonczonego sa rzadkie (sparse),
tzn. duza liczba ich elementéw ma warto$¢ zero..

Arkusz Excela — podziat obszaru obliczeniowego na 4 elementy (h=0,25)

4 elements
0,25 0 0
8 -4 0 2,5 0,25 0,9375
-4 8 -4 2,5 0,5 1,25
0 -4 8 2,5 0,75 0,9375
1 0
Podziat obszaru obliczeniowego na 10 elementéw (h=0,1)
0,1
20 -10 0 0 0 0 0 0 0
-10 20 -10 0 0 0 0 0 0
0 -10 20 -10 0 0 0 0 0
0 0 -10 20 -10 0 0 0 0
0 0 0 -10 20 -10 0 0 0
0 0 0 0 -10 20 -10 0 0
0 0 0 0 0 -10 20 -10 0
0 0 0 0 0 0 -10 20 -10
0 0 0 0 0 0 0 -10 20
1,4 1,4
1,2 Pl 1,2
14 1
0,8 0,8

y Y/ \
MY/ \
\

0 T T 0
0,2 0,4 0,6 0,8

o
-
o

0,2 0,4 0,6 0,8 1

exact solution —m—4 elements ‘ ‘ exact solution —m—4 elements ® 10 elements ‘

12 lutego 2008 Warsztaty w ICM 7



Co dalej:

¢ Inne warunki brzegowe

¢ Inne wielomiany aproksymujace (P2, P3 — a moze jeszcze co$ innego)? Co uzyskuje si¢
stosujac wielomiany wyzszego stopnia i za jaka ceng? Elementy Lagrange’a i elementy
Hermite’a.

e Zagadnienia w obszarach dwu- i tréjwymiarowych. Sformutowanie pozostaje bez zmian,
ale.... trudniej.

Siatka AT - lokalne zaggszczenie
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(M.Filocha, Wydz. Inzynierii Srodowiska, Politechnika Warszawska)

Dyskretyzacja wykonana za pomoca programu
Gambit (Fluent Inc.)
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